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PRÉFACE. 


Le but que je me propose en écrivant le présent Ouvrage 
est très modeste : permettre au lecteur d'aborder sans diffi- 
cultés les leçons classiques de M. Klein sur l’/cosaèdre (') et 
de MM. Klein et Fricke sur les Fonctions modulaires (?). 

Les Leçons sur l’Icosaèdre sont un modèle d'élégance géo- 
métrique et une véritable mine d’idées nouvelles et géniales, 
mais la lecture en est assez difficile ; ellesrenferment une foule 
de sujets dispersés et à peine esquissés; et, lors même qu’on 
a saisi chacune des théories partielles, leurs points communs 
restent imperceptibles et n'apparaissent qu'après un long 
travail et un remaniement complet de toute la matière. 

Quant à l'Ouvrage sur les Fonctions modulaires, ses 
dimensions considérables et l’extrème variété des sujets qu’il 
renferme font qu'il ne se prête pas aisément à une première 
étude. * 


Tels sont, du moins, les résultats de mon expérience per- 
sonnelle. 

J'ai donc cru bien faire de publier l’œuvre d'élaboration 
accomplie pour mon usage personnel, facilitant ainsi au 
lecteur la compréhension de ces théories difficiles et lui 
épargnant un travail similaire, utile assurément, mais extré- 
mement pénible. 


Etait-ce une entreprise trop hardie que d’avoir essayé 


(1) F. KzeiN, Vorlesungen über das Ikosaeder und die Auflüsung 
der Gleichungen vom fünften Grade. Leipzig, 1884. 


(2) F. Kzein und R. Fricke, Vorlesungen über die Theorie der ellip- 
tischen Modulfunktionen. Leipzig, 1890-1892. 
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d’enfermer dans un espace relativement restreint les principes 
de ces vastes et importantes théories? Peut-être. 

Cependant, malgré la grande concision qui m'était 1m- 
posée, il m’a semblé utile d'associer les deux théories, afin 
d'éviter des répétitions et de montrer que la théorie de 
l'Icosaèdre qui, dans le domaine de l’Analyse, pourrait 
apparaître comme un élégant édifice isolé, et d’un type 
spécial, n’est autre que la première d’une série de construc- 
tions du même genre reliées étroitement entre elles. Il eût 
sans doute été préférable de faire un pas de plus, en traitant 
ici même la théorie des fonctions automorphes, mais on 
comprendra facilement que c'était dépasser les bornes du 
possible. 

Qu'il me soit permis d'adresser l’expression de ma vive et 
profonde gratitude à mon distingué collègue M. Armand 
Cahen qui a bien voulu se charger de la traduction française 
de cet Ouvrage et à M. Gauthier-Villars qui, avec tant 
d’empressement, en a accepté la publication. 


Pavie, avril 1910. 


G. Vivanti. 
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PREMIÈRE PARTIE. 


LES GROUPES POLYÉDRIQUES ET LE GROUPE MODULAIRE. 


Éléments de la théorie des groupes d’opérations. 


TES 


1. En Mäthématiques, on désigne habituellement sous le nom 
d'opération un acte de l’entendement par lequel on passe d’un 
ou plusieurs éléments d’une certaine classe à un autre élément 
de la même classe. Telle est, par exemple, l'addition qui permet, 
étant donnés plusieurs nombres, d’en déduire un nouveau nombre 
suivant un mode déterminé. 

Nous nous bornerons aux opérations où l’on passe d’un élé- 
ment unique d’une certaine classe à wn autre élément unique 
de la même classe. Telle serait, par exemple, pour les points 
d’un plan, une rotation d'angle donné autour d’un point fixe du 
même plan : cette rotation transforme chaque point du plan en 
un autre point bien déterminé. 

De même qu’en Mécanique on considère le repos comme un 
cas particulier du mouvement (mouvement nul), de même nous 
regarderons encore comme une opération l'acte qui consiste à 
remplacer chaque élément par cet élément [ui-même. Une telle 
opération est dite opération identique ou tdentité; on la repré- 
À sente souvent par le chiffre 1. — 
On appelle opération inverse d’une opération P une seconde 
opération supprimant l'effet de la première, en sorte que, si l’opé- 

V. I 
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ration P transforme l'élément À en l'élément B, l'opération inverse 


transforme B en A. 
On représente habituellement par PT! l'opération inverse de P. 


2. On appelle produit de deux opérations P, Q et l’on désigne par 
la notation PQ (!) l’opération donnant lieu aux mêmes effets que 
les deux opérations P et Q effectuées successivement. On définit de 
la même manière le produit d’un nombre quelconque d’opérations. 

Il est facile de s'assurer sur des exemples (woër n° 20) que le 
produit de plusieurs opérations ne possède pas, en général, la pro- 
priété commutative, mais possède au contraire la propriété asso- 
clative. 

Deux opérations P et Q, telles qu’on ait 


PQ = OP, 
sont dites permutables. 
On a évidemment 


par suite, l'opération identique est permutable avec n'importe 
quelle opération. 

La dernière relation écrite justifie bien la notation choisie pour 
l'opération identique. 

Si P et Q sont deux opérations, l'opération Q=' PQ — P' est dite 
la transformée de P par Q. 

La condition nécessaire et suffisante pour que P'— P est 
que Pet Q sotent permutables. 

En effet, si 


PQ = QP, 
1l en résulte 
| OHPO=REOPE 
et inversement, si 
Q-1PQ = P. 
On en déduit aussitôt 
PQ = QP. 





(*) Certains auteurs écrivent QP au lieu de PQ. Voici comment une telle nota- 
tion peut se justifier; soit a un élément : si Pa désigne le résultat de sa transfor- 
mation par P, QPa désignera le résultat de la transformation de Pa par Q, c’est- 
à-dire l'élément obtenu en appliquant à & successivement les opérations P et Q. 

Avec notre notation, on a au contraire 


PQa = Q(Pa). 


ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES GROUPES D'OPÉRATIONS. 5 


Soient P et Q deux opérations quelconques : si, P transfor- 
mant l'élément a en l’élément a!, Q transforme a et a' en a, 
et a,, l’opération Q7'PQ change a, en a,. 

En effet, par hypothèse, 


a — Fa, a = Qa, a,= Qa,; 


d’où 1l suit 
a,= Q(Pa) = PQa = PQ(Q-tar) = Q-1PQ a4. 


3. L'opération donnant lieu aux mêmes effets que l’opération P 
répétée n fois se désigne ordinairement par P?. 

Adoptant, à propos des exposants, les mêmes conventions qu’en 
Arithmétique, nous représenterons par P° l'opération P non 
elfectuée, c’est-à-dire, quel que soit P, l'identité; et nous repré- 
senterons par Pt l'opération qui multupliée par P donne l'identité, 
c'est-à-dire (n° 1) l’opération inverse de P. 

Plus généralement, P-* sera l’opération inverse de P?, 


4. On appelle groupe un ensemble d'opérations telles que le 
produit de deux opérations quelconques de l’ensemble appar- k 
tienne encore au même ensemble. Par exemple, toutes les rota- 

pre, 
tions autour d’un axe donné forment un groupe. 
On dit qu’un eroupe.est nt ou infini, suivant qu'il se compose 
Ï 5 P ) q P 
d’un nombre fini ou infini d'opérations. 

L'ordre d’un groupe fini est le nombre d'opérations qu'il com- 
prend. 

Un groupe contenu dans un autre groupe est dit sous-groupe 
de ce dernier. 

Les opérations permutables avec une méme opération forment  X 
un groupe, 

Soient P. P! deux opérations permutables avec une même opé- 

) P P 
ration Q ; on aura 


PQ OP ONE CEE CRE 
d’où, à cause de la propriété associative du produit, 
(PP')Q = P(P'Q) = P(QP')=(PQ)P =(QP)P'= Q(PP'). 


Ainsi PP'est bien une opération permutable avec Q. 
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5. Les opérations communes à deux groupes constituent un 
groupe. 

Car, si P et P’ appartiennent à deux groupes, il en est de même 
de l'opération PP”. 

Si, à une opérauon P donnée, il correspond un entier { — 4, 
tel que la relation 


Q) Pis 


soit satisfaite, il en existe évidemment une infinité d’autres : tels 
seraient, par exemple, tous les multiples de a. Le plus petit des 
entiers € satisfaisant à la relation (1) est dit l’ordre de l’opéra- 


: . : . ee # AATTE 
üuon P. Ainsi une rotation d'amplitude Es autour d’un axe est une 


opération d'ordre n (!). 
Sotent P une opération d'ordre n, Q une opération quel- 
conque ; la transformée de P par Q est aussi-d'ordre n. 


En effet, 
(QT PQ}:= QTIPQ QUPOQ...QTPQO = QIR:Q = Q QE. 


Soit P une opération d’ordre n; tout nombre t satisfaisant 
à Pt 1 est un multiple de n. 
En effet, si { n'était pas multiple de n, la division de {par n 
donnerait 
t=qn+r avec 1127 0, 
par suite - 
1 Pés Parrr= Rare pp; 


ce qui est impossible, puisque r < n. 
St P est une opération d'ordre n, son inverse est P=t; elle 
est aussi d’ordre n. 
En effet, de 
PPS 
on déduit 
PA LRSS 


ee ER CR A nn | 


(*) Il existe évidemment des opérations qui ne sont pas -d'’ordre#finr. Par 
exemple, la multiplication par un nombre entier m différent de +1 ou de — 1, 
quel que soit le nombre de fois qu’on la répète, ne donne jamais l'identité. 
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De plus, 72 —1et n étant premiers entre eux, le plus petit 
nombre » pour lequel P(?-1# est une puissance de P"est m=— n. 
On trouverait d’une facon analogue 


Pr—h — P-A, 


Donc, soit P une opération d’ordre »; considérons une de ses 
puissances; on peut, sans altérer la sigmification de ce dernier 
symbole, augmenter ou diminuer l’exposant de la puissance d’un 
multiple entier quelconque de n. 


6. Les puissances (d’exposant positif, nul ou négatif) d'une 
méme opération forment un groupe. 
En effet, 
Pr'Ps— Pr+s. 


De plus, l’ensemble des puissances positives forme un groupe, 
et 1l en est de même pour les puissances négatives. 

Les puissances d’une opération d’ordre fint forment un 
groupe fini, dont l’ordre est égal à celui de l'opération donnée. 

Soit P une opération d'ordre n; les puissances 


PORN 0 Pr Dir 


sont les seules qui soient distinctes. 

En effet, si» est un nombre n’appartenant DAS IA SULICNR2 070, 
n—1,A, on peut, en lui ajoutant ou lui retranchant un multiple 
convenable de A», obtenir un des # premiers nombres entiers, 
soit 7° par exemple; alors (n° 5) 


Pi Pr. 


D'autre part, 7 et s(r =>s) étant deux nombres de la suite 
D mic lonayail Pr" PArRénErEUvIterAUPEE= "Ve qui 
est impossible puisque 7 — s n’est égal n1 à zéro, ni à un muluple 
de n. 

Le groupe formé de l'identité et des n — 1 premières puissances 
d’une opération d'ordre x est appelé un groupe cyclique. 

Tout groupe, formé des puissances d’une même opération d'ordre 
fini, est un groupe cyclique : car, en désignant par P7 la plus pe- 
üte puissance de P figurant dans le groupe, celui-ci comprendra 
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exclusivement toutes les puissances de P7, comme il est facile de 
s’en assurer. 


7. Si deux puissances d’une opération sont égales entre 
elles, l’opération est d’ordre fint. 
En effet, si Pr — P', soit r => 5, il en résulte 


Pret 


Les opérations d’un groupe fini sont toutes d'ordre fint. 

En effet, soit P une opération du groupe G; toutes les puissances 
de P appartiennent au même groupe. Mais puisque G ne com- 
prend qu’un nombre fini n d'opérations, parmi les opérations de 


la suite 
Pi Pa lé REA 


deux au moins seront égales. Donc P est une opération d'ordre 
fini. 


8. Tout groupe fini possède les deux propriétés suivantes : 


a. Il contient l’opération identique ; 
b. Il contient l’inverse de chacune de ses opérations. 


S1 P fait partie d’un groupe fini G, elle est d’un ordre finim(n° 7), 
par suite 
Pm— 1. 


Mais P” appartient à G, d’où la propriété a. 

De plus, P#71 fait partie également de G, et, comme (n° 5) P#=t 
est l'inverse de P, la propriété b en résulte. 

Il n’est pas inutile de faire remarquer que les propriétés & et b 
n'appartiennent pas loujours aux groupes infinis. 

Par exemple (n° 6), le groupe formé des puissances successives 


d’une opération d'ordre infini ne possède aucune de ces deux 
propriétés. 


9. L'ordre d’un sous-groupe d’un groupe fini est un diviseur 
de l’ordre du groupe. 

Soient G un groupe fini d'ordre 7, H un de ses sous-groupes 
d’ordre 7, formé des opérations 


(1) Po 1, F4 REED ma 
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Si Q, est une opération de G n’appartenant pas à la suite (r), 
les opérations 


(2) PoQr= OT Or P:7,07 


qui toutes appartiennent à G, sont distinctes entre elles et diffé- 
rentes des opérations (1). 
Car, si l’on avait 
| P:Q1 = PQ, 


PE P>, 


il en résulterait 


et, si l’on avait 
P;Q: = P; 


il en résulterait 
: er, p? = Q$ 


ce qui est impossible, puisque, P;7t appartenant à H(n° 8), il en 
serait de même de P:'P,; et par suite de Q,. 

S'il existe dans G d’autres opérations que (1) et (2), et si Q2 est 
l’une d’entre elles, on pourra considérer 7 nouvelles opérations 


PQ Q», P1Q», P,0Q;, sue pe Q», 


distinctes l’une de l’autre et différentes des opérations (1) et (2). 
Et ainsi de suite. Mais, puisque G est un groupe fini, on obtiendra 
finalement toutes les opérations rangées dans le Tableau suivant, 


P, = I PA P; Gr Poe 
P, Q: = Q: P; Q: P2Q: PR D: Q: 
(T)® { PoQs = Qù Pi Q2 PQ: NA P;210 


elatale letlellellene + sue 09 | pa seit nette DO se US cle ete ess 


Po Oo a Oo P: Qs Pa 02 CRE pr Qu 


(t) D'où il suit qu'un groupe dont l’ordre est un nombre premier n’admet au- 


cun sous-groupe sauf lui-même et l’unité. 
(2) Il est évident qu’au Tableau (T) on peut substituer le suivant : 


Ps = 1, be ps PA 

Q:P = Q; Q:P;; Q;P:;, : QE, 

(T°) Q Po = Qs Q:P:; Q: P; Mrs Gates: 
AS 5 P, = (TT Q7. P;; Où P;, ..) (RE ur 


où les Q; peuvent différer de ceux du Tableau (T). La distribution des opéra- 
tions de G, correspondant aux différentes lignes, n’est pas, en général, la même 
dans les deux Tableaux. 
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û n ; e 
La relation s — — montre que 7 est toujours un multiple de 7:. 
= 


Si l’on prend dans chacune des lignes du Tableau (T) une opé- 
ration quelconque, l'ensemble des opérations ainsi obtenues cons- 
tue ce qu'on appelle un système d'opérations représentantes 
du groupe G relativement au sous-groupe H. 

* Le nombre s de lignes du Tableau (T) est l'indice du sous- 
sroupe H dans le groupe G. C’est le rapport des ordres des deux 
groupes, quand ils sont finis. Un groupe infini peut avoir aussi 
des sous-groupes d’indice fini (!). 


10. Soient G un groupe fini d'ordre »n, P une de ses substitutions, 
m l’ordre de P. Le groupe cyclique d'ordre m (n° 6) engendré 
par P est un sous-groupe de G; par suite, (n°9), m» est un diviseur 
de n. Donc l’ordre d'une substitution appartenant à un groupe 
fini est un diviseur de l’ordre du groupe. 


11. Etant donnés deux sous-groupes G, et G; d’un même 
groupe fini G, respectivement d'indices s, et s,, soient G; le groupe 
des opérations communes (n° 4) à G, et G:, s3 l’indice de G3 par 
rapport à G. 


Nous allons démontrer que 


Sy Spa. 
Posons 
DS ei). 
n étant l’ordre de G. 
Soient 
I, E Pa, ) Pr, 


les opérations de G, et, parmi elles, 
1} GP4 2 PO ERP 


celles qui constituent G;. 


Formons pour le sous-groupe G, le Tableau (T) : 


] P, Ps go pe 
Q: P1Q: P,Q: noMPr ri 0! 
Qi Pi QE PO = 0 





(*) Voir, par exemple, le n° 93 et les suivants. 
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Soient Q4, Q»,..., Q;_1les Q; contenus dans G:; on a évidem- 
CHR 191. 


Le Tableau 


Q: P:Q: PQ OCR FF 0: 


an RP dis til: ele +) die © 


Qe Pl: O7 P2 CAN RER 1074 
contiendra toutes les opérations de G:, en sorte que 


EN Vo 
Il en résulte 
To T38] 
ou 


2 


S3—S180. 


12. Sr l’on transforme toutes les opérations d’un groupe par 
une même opération, on obtient un nouveau groupe, dit groupe 
transformé du premier par cette opération. 

HoMCRE SSP END Nsonteles transforméstdetRfetDPpar 
l'opération Q, P° P; est la transformée de P,P, par la même opé- 
ration. En eflet, des relations 


CSRAOE= PE. OPLPANEAR 
on déduit 
AE: P, P2 Q = Q—1 Pr 0 OSECPSO ps 14 He: 


Il peut arriver que le transformé de G par une opération Q soit 
identique à G. On dit alors que G est permutable avec l’opéra- 
üon ©. 

Si le groupe donné est cyclique, il en est de même de son 
transformé. 

En effet, soient P7 la forme générale des opérations du groupe 


CCM =D: i6n aura 
OO = QT PQ ORSPOLERAU ENT CESSER 


Supposons que le groupe considéré soit le sous-groupe H d’un 
certain groupe G et que Q soit une opération de (; alors le trans- 
formé de H par Q, qu'on peut représenter par la relation Q='HQ, 
est un sous-groupe de G. 
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Les sous-groupes H et Q-'HQ sont dits équivalents. En parti- 
culier, si R est une opération du groupe G, les opérations R et 


Q1RQ sont dites équivalentes. 
Quand le groupe considéré comprend l'identité et l'inverse de 


chacune de ses opérations, l’équivalence possède les trois pro- 


priétés fondamentales de l'égalité. 
En effet : 


1° Chaque sous-groupe est équivalent à lui-même. 


Car 
1 1H: = H. 


20 Si H est équivalent à H', H' est équivalent à H. 


Car si l’on a 


Q-1HQ = H’, 
H'=,0 MIO 0 RDS RITUELS 


il en résulte 


relation qui exprime l’équivalence de H' et de H, puisque QT! est 
une opération du groupe. 


3° SiH est équivalent à H' et que H' soit équivalent à H”, 
H est équivalent à H”. 


En effet, de | 
Q-1HQ = H, Q=1H'Q"= H° 
on déduit 
Q—1Q-1HQQ = H, 
ou bien 


(QQ)T' H(QQ") = H”, 


qui exprime l’équivalence de H et de H”, QQ' étant une opération 
de groupe. 

Il peut arriver que les deux groupes H et Q-'HQ soient iden- 
tiques : en particulier, cela arrivera nécessairement s1 Q est une 
opération de H, H possédant les propriétés a et b énoncées au 
numéro 8. Si, Q étant une opération de G, les deux sous-groupes 
Het Q'HQ sont identiques, on dit que H est un sous-groupe 
invariant de G. 


13. STH est un sous-groupe non invariant de G, on peut 
toujours déterminer un sous-groupe K de G, contenant H et 
admettant H comme sous-groupe invartiant. 


ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES GROUPES D'OPÉRATIONS. II 


Observons tout d’abord que l’ensemble des opérations de G, 
possédant la propriété de transformer H en lui-même, constitue 
un groupe K. En effet, de | 


Q HO ER QS2H0Q: = H 
on déduit 
Q3'Q5tHQ: Q:= H, 
c’est-à-dire 


(Qi Qu )-1 H (Qi Q2) = H. 


Le groupe K ainsi défini contient H, puisque, ainsi qu’on vient 
de le voir, chaque opération de K transforme H en lui-même; de 
plus, EH est évidemment un sous-groupe invariant de K. 

On peut encore remarquer que K est le plus grand sous-groupe 
de G admettant H comme sous-groupe invariant. 

Soient 


1, @;; Q», Cr QuOMr) Qt 


les opérations de K ; construisons le Tableau (T) relatif à ce sous- 
groupe, et soit rs —n, n étant l'ordre de G : 


I Qi Q2 1007 
Ri Q1 Ri Q2Ri NS OPERA 
Re Q; Rs-: Q» Re OBC) O7 Rs: 


Il est facile de voir que les opérations d’une même ligne de ce 
Tableau transforment H en un sous-groupe équivalent. 


En effet, puisque 


CAO H CRETE 
il vient 


COPA MEL ER RO; 1H OLRRAEHR (TEEN ME SET), 


résultat indépendant de 2. Donc : 

Les différents sous-groupes équivalents à H, y compris H lui- 
méme, sont en nombre s, c'est-à-dire en nombre égal à l’indice 
de K. 

Ce nombre est par suite un diviseur de . 

Le sous-groupe formé des opérations communes à tous les 
sous-groupes équivalents entre eux est un sous-groupe inva- 
riant, car 1l n’est équivalent qu’à lui-même. 
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44. Soient 


Gr (a Ke P>, ..) Pn—1); 


Gr = (ie Q:, Qù, HENA 021) 


deux groupes finis d'opérations, tels que toutes les opérations du 
. ° # 4 e 
premier soient permutables avec celles du second. Les opérations 


[ P; he P»1 
Q: Q:P: Q1P> Vitae 
(1) | Q Q:P: Q2P° Q2P 1 
Qes Qx1 fe Re Pa (Ep Le Pre 


constituent un groupe G»», dont G» et G, sont deux sous- 
groupes invariants. 
En effet, on a tout d’abord 
Q:PAQzPr—= 0:20, PP 0 7P.. 
Ensuite 
(Q: P} Jul P:(Q:P») = ls (at P:Q:P» ne re P; pe P,, 
(Q:P2)-1Q;:(0/PREP/ 00:00 0;/0;—07 


Examinons comment, des sous-groupes de G, et de G,, on 
pourra déduire ceux de Gyn. 
Soient 


Gy = (a, Re P:, se Pt); Gy ne (1; Qi, Q», ONE Qy-1) 


deux sous-groupes, l’un de G», l’autre de G,. Les opérations 


I 1, Ps se PE 
; Q: Qi Pa Q: P; SAS Q: Pu1 
(2) Q PACE 


a ele te eee 


‘ Qv1 Qy1P1 Qy-1 lee Qv-1 Put 


constituent un sous-groupe Gyuv de Gmns qu'on pourra considérer 
comme le résultat de la combinaison des sous-groupes Gites 
Mais, réciproquement, tout sous-groupe de G», ne provient pas né- 
cessairement de la combinaison de deux sous-groupes appartenant 
à Gm et G,. Soient G, un sous-groupe de G»», et Gy, G, les plus 
grands sous-groupes qui lui soient communs respectivement 
avec G» et G,; le groupe G, contiendra évidemment Gy,. Si o = uv 
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les deux groupes G, et G,, sont identiques. Si au contraire o > x, 
G, contiendra, en même temps que les opérations du Tableau (2),. 
d’autres opérations. Soit Q;P; une opérauon de G,; 1l contiendra 
aussi les opérations 


CPE P:, 70/8 PES RRPRRC EEE 


MSA 26%%".., P, PE ont u — 1 opérations de G», que 
HOU dé PnerOnS par P;. Per IRz 


y 


3 en sorte que, si G, con- 


tient Q;P;, 1l content en outre les u — 1 opérations 
QE (y ARE Et 


Il ne peut en contenir d’autres, dans lesquelles £ aurait la même 
valeur; car soit Q;P;4 une telle opération, où Æ est distinct de tous 


[OS en posant 
P4 == PF} | F4 


on aurait nécessairement L > mi et G, devrait contenir aussi 
l’opération 

COSPE jet O2Pz P}= Re 
tandis que, par hypothèse, 


TT Pe Py-1 


3 .., 


sont les seules opérations qu'il comprenne. 

Il résulte de là que, si G, contient une opération d’une ligne du 
Tableau (1), il en contient x appartenant à la même ligne. La con- 
sidération des colonnes du Tableau (1) donne lieu à des conclusions 
analogues. 

Si o > uv, G, contient, outre les éléments (1), d’autres éléments 
qui, moyennant des changements convenables d'indices, peuvent 
être rangés comme 1! suit : 


| Qy Py Qy PET Q, Pou1 
(3) À Qv+1 Py Qy+1 Pire Qy+i Pau: 
| Q2y-1 Puy Q2v1 Pu+1 Qsy1 Pou1 


et ainsi de suite. Les rectangles (2), (3), etc. sont contenus 
dans le rectangle (1) et sont tous groupés autour d’une même 
oblique, qu'ils admettent pour diagonale, comme on le voit sur la 
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_— d 1? 
figure, où l’on suppose 


Mi 112, 1110, UNIES PO Er 


On a représenté par des points les éléments de Gyn, et indiqué 
d'une façon plus apparente ceux d’entre eux qui appartennent 


à G, : 
0. 
20: "ON 
20 UN 
1e" e LATE 
NUE e'e. 
. 10910 CET 


Posons p — Guy. Nous pouvons choisir comme opérations repré- 
sentantes de G, relativement à Gy, les opérations 


1; QyPus Q2y Pau, .….) Q (6-1 P6—1u 


Les opérations 


1, PE bee T9 P (6-10 


forment un sous-groupe Gy, de G». Montrons qu’elles forment 
eflectivement un groupe. En eflet, si Q;P;, Q4P, sont deux opé- 
rations de G, avec les conditions A£Gu—1, l£Qu—1, 


Q;:P2 0x Pr 1000 PP; 


appartient à G,, s étant <Üu — 1. Donc le produit de deux opé- 
rations 


P, (jui) 


est une opération du même ensemble. 
De même les opérations 


[, O1. Qc Eee Q (6-1) 


forment un sous-groupe G, de Gy. 


En combinant G,, et G4, sous-groupes de G» et G», on obtient 
un sous-groupe 


Goruv = Gh9 
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de Gmn, contenant G, comme sous-groupe (1); c’est évidemment 
le plus petit sous-groupe combiné ayant une telle propriété. | 

Donc, si G, est un sous-groupe ne provenant pas d’une combi- 
naison, On peut construire deux sous-groupes combinés, l’un G, 
contenu dans G;, l’autre Gy:,, qui renferme G,. Si l’on désigne les 
sous-groupes non combinés sous le nom de sous-groupes intermé- 
diaires, on peut dire que les sous-groupes de Gyn sont ou com- 
binés, ou intermédiatres. 

On peut observer que Gy est un sous-groupe invariant de Go. 
En eflet, si P; appartient à G, et Px à Goy, il existe dans G, une 
opération Q; Px, donc aussi l'opération 


EMA A P:0 Pr PSP; PRE r 


Mais G, est le plus grand sous-groupe commun à G, et à G»; 
donc P;, qui appartient à chacun d’eux, fait partie de G,. De 
même G, est un sous-groupe invariant de G,; on en déduit immé- 
diatement que G,, est un sous-groupe invariant de Gg4, et par 
suite de G,. 

Observons encore que, comme représentantes de G, par rapport 
à Gy et de G5, par rapport à G,, on peut prendre respectivement 


L 


les opérations 


I, Pi LT P(6—1u; L'ONU Q6—1v. 


Pi: 


D’après cela, étant donnés deux groupes G», G, et deux de 
leurs sous-groupes respectifs Guy; Gy, cherchons à construire deux 
sous-groupes Gr, Gy de G», Gr, admettant respectivement Guy 
et G, comme sous-groupes invariants, et dont les ordres soient 
proportionnels à x et v. 

Posons a — fu, v'— Üy et choisissons un système de représen- 
tantes de Gp, relativement à Gy, soit 1, Pu, Pou, ..., Po su, et un 
système de représentantes de Gw,, soit 1, Qv,, Qu, ..., Qe_ay. 
Avec ces éléments nous pourrons construire un sous-groupe inter- 
médiaire de Gxn. I est clair que si, laissant fixe par exemple 
l’ordre des premières représentantes, nous faisons varier celui des 


(!) Il serait représenté sur la figure par un carré de dimensions 6 dont un som- 
met coïncide avec le sommet supérieur de gauche du rectangle principal. 
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secondes, nous obtiendrons en général des sous-groupes inter- 
médiaires différents. 


15. Toutgroupe contient au moins deux sous-groupes Invariants : 
le groupe lui-même et le groupe formé de la seule substitution 
identique. Si un groupe ne contient pas d’autres sous-groupes 
invariants que les deux précédents, il est dit sëmple; dans le cas 
contraire, le groupe est dit composé. 


Tout groupe fini dont l’ordre est un nombre premier est un 
. o nt D 
groupe simple (voir n° 9). 


Un groupe est dit transttif relativement à une classe déterminée 
de quantités, si, étant données deux quantités quelconques de cette 
classe, il existe toujours dans le groupe une opération permettant 
de passer de l’une quelconque de ces deux quantités à l’autre. 
Dans le cas contraire, le groupe est dit intransitif. 


16. Soient deux groupes G et G’; si l’on peut établir entre eux 
une correspondance telle qu’à chaque opération de G corresponde 
dans G’ une opération, et une seule, et que, au produit de deux 
opérations de G, corresponde le produit des deux opérations cor- 
respondantes de G’, on dit que les deux groupes sont isomorphes. 
L'isomorphisme est dit holoédrique quand, à des opérations dif- 
férentes de G, correspondent toujours des opérations différentes 
de G';ilest dit nériédrique dans le cas contraire. 

Deux groupes holoédriquement isomorphes sont identiques 
entre eux au point de vue formel et ne peuvent différer que par la 
nature des opérations qui les consutuent. Si les deux groupes sont 
finis, 1ls ont le même ordre. 

Soient G et G deux groupes isomorphes; je dis qu’à l'identité 
dans G correspond l'identité dans G'. Supposons, en effet, qu’à 
l'opération 1 de G corresponde dans G’ une opération Q différente 
de 1; alors, P et P' étant deux opérations correspondantes de G 
et &, à 1. P — P dans G correspondrait dans G l'opération QP', qui 
est différente de P’. Maintenant, si l’isomorphisme est mériédrique, 
il ÿ aura plusieurs opérations de G correspondant dans G’ à l’iden- 
uté. De telles opérations forment un groupe, car, si à P et Q cor- 
respond dans G’ l'opération 1, cette même opération correspondra 
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encore dans G’ à l’opération PQ de G. De plus ce groupe, que nous 
représentons par (G,, est un sous-groupe invariant de G (t). En: 
effet, si P est une opération de G, et Q l'opération de G corres- 
pondant à P, à l'opération Q!PQ de G correspondra dans G’ 
l'opération 


Q1Q =, 


en sorte que Qt PQ appartient aussi à Gy. 

Il est ensuite facile de voir que, si à l’opération R de G corres- 
pond l’opérauon R' de G’, on obtient l’ensemble des opérations 
de G correspondant à R’en multipliant par R les opérations de G;. 
D'où 1l suit que l’ordre de G, est le quotient des ordres de G 
et G. Ce quotient est appelé degré de mériédrie. Dans le cas 
particulier où ce quotient est égal à 2, l’isomorphisme est dit 
hémiédrique. 


Substitutions linéaires. 


17. Appliquons les généralités précédentes à une classe impor- 
tante d'opérations : les substitutions linéaires. 

On appelle substitution linéaire l'opération permettant de 
passer d’une valeur quelconque à une autre z/, liée à 3 par une 
relation de la forme 


(1) ee er md) 


4, $, y, à étant des quantités réelles ou complexes, assujetties à 
l'unique condition 


(2) ad — Êy <o. 


La substitution (1) se représente quelquefois par la notation 
abrégée 


La quantité ad — $y s'appelle le déterminant de la substitution. 
Observons que, quel que soit c, pourvu qu'il ne soit pas nul, on 


(1) Il suit de là que, si G est un groupe simple, l’isomorphisme ne saurait être 
hémiédrique. 
Ve - 2 
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a to ujours 


pl 4 
È Ce). (CR 
CA co ï Ô 


d’où il résulte, en tenant compte de (2), qu’on peut toujours, 
sans altérer le sens d’une substitution, l’amener à une forme telle 


qu'on ait 
(4) à 


Nous appellerons substitution unitaire toute substitution linéaire 
dont le déterminant est égal à 1; et, sauf avertissement contraire, 
nous ne considérons dans la suite que des substitutions linéaires 
écettesbenece. 

Résolvant (1) par rapport à 3, 


536 


(5) . RENE 


Y 3 = 5 


à 
| 


puis échangeant £/ et z, on obtient 





qui est l'opération inverse de (1). Donc : 


L'opération inverse d’une substitution linéaire est une sub- 
stitution linéaire. 


Pour 
NS 
XA— O0 —TI, DO: 


(1) devient z'— z, c’est-à-dire la substitution identique. 

Les formules (1) et (5) montrent qu’une substitution linéaire 
fait correspondre à toute valeur de 3 une valeur de z’ et une seule 
et réciproquement à toute valeur de z/ une valeur unique de z. 

S1 l’on se reporte à la représentation géométrique connue des 
nombres complexes, on peut considérer une substitution linéaire 
comme une transformation biunivoque des points d’un plan en 
ceux d’un autre plan, ou encore, quand 3 et z/ sont deux points 
d’un même plan, comme une transformation biunivoque d’un plan 
en lui-même. 


On sait que, dans une telle transformation, les angles sont con- 
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servés ; il en est de même, d’ailleurs, pour toutes celles de la forme 
3'— A 3), 


f(3) étant une fonction analytique de la variable complexe 3 au 
sens de Caucay-RiEmManx. 


48. Etant donnée une substitution linéaire non identique 


(1) D APR e 


on peut se demander s'il existe des valeurs de 3 égales aux valeurs z/ 
qui leur correspondent. 
En faisant dans (1) = 3, on obtient 


1e) Y22+(0—a)z—É6 — 0. 


Cette équation admet deux racines distinctes ou non, sauf dans le 
cas de la substitution identique (a—— 1, f—y—o); nous 
avons exclu ce cas exceptionnel, où {2) se réduit à une identité. 

Donc : Une substitution linéaire non identique laisse inva- 
riables une ou deux valeurs de z. On donne à ces valeurs de z 
le nom de pôles de la substitution. 


19. Examinons maintenant quelques types particuliers de sub- 
stitutions : 


(a) z' = 3 + h. 

Tous les points du plan subissent un déplacement mesuré par un 
vecteur égal à À; d’où le nom de translation donné à la substitution 
correspondante. Toute figure est transformée en une figure égale. 
La substitution a un seul pôle, qui est le point à l'infini du plan (!): 


(b) Pr 
Posons | 
de not, Zi ki ceit: 
d’où 





(1) On sait que, dans la théorie des fonctions de variables complexes, on consi- 
dère le plan comme ayant un seul point à linfini. 
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On voit que le rayon vecteur de chaque point se trouve multiplié 
par un facteur constant, tandis que son argument est augmenté 
d’une quantité constante. C’est donc une transformation par SiMI- 
litude ayant pour centre l’origine, suivie d’une rotation autour du 
même point; nous désignerons cette substitution sous le nom de 
torsion. Les deux pôles sont 1c1 l’origine et le point à l'infini. 

Indiquons comme cas particuliers de la torsion : la rotation et 
l'extension, correspondant respectivement aux hypothèses c — 1, 


CRE 
1 
(ce) Fee 
Pa 
Posons 
= TEL), S'=L'Hiy", 
d’où 
! Tr ! 1e 
Re eee Sue J'= Let DE VISE: 
æ'+ y? x? + y? gi+ y? 


La dernière relation écrite laisse inaltéré le cercle de rayon un 
ayant pour centre l’origine et change la région intérieure à ce cercle 
en la région extérieure et réciproquement. D'où le nom d'énversion 
donné à cette substitution. Les deux pôles sont ici les points + x 
et — c. 

L’équation 

a(x?+y?)+2(brx+cy)+d=o 
représente en général un cercle. Ce cercle se réduit à une droite 
SIT I0: 
En lui appliquant la substitution précédente, on obtient 


d(x?+y?)+a(— br'+cy') +a=o, 


équation d'un cercle, qui, pour d = o, se réduit à une droite. 
Donc, en considérant la ligne droite comme un cas particulier 
du cercle, on peut dire que l’iénversion transforme un cercle en 
un autre cercle. 
l est évident que cette dernière propriété appartient également 
aux deux autres types de substitutions considérés. 


20. Soient deux substitutions linéaires 


Je ) s={" 4): 
YAROE ee 





€ 


PR |: 
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S change z en 


4 
7 
& — 


as + Ê 
73 +Ô 
et S’ change z/en 

az + p (aa HP NZ (ap + po 

ue cn Tr NAADRE RATE DIN ? 
ds à (VERS ON ANG EE AASEE,0; 10") 


de sorte que la substitution SS’ change 3 en 


(x'a+B'y)z+ (xp +R'ô). 
(Va+0y)z+(yB +00)" 


on voit donc que le produit de deux substitutions linéaires est 
une substitution linéaire, donnée par la formule suivante : 


É œ b' : A 4! @ AN 
. $ ue a | 5 
(1) SS' — à , 6 He pe Fe AE 
* y dE 0 Y Pb E SOS 
Si l’on échange S et S' on aura 
ss=(? di ne PEN es nn 
ds op né Ô V2 + 0 8 + 85" 


On voit qu’en général SS/ et S'S sont deux opérations diffé- 


rentes. 


21. Toute substitution linéaire peut être mise sous la forme 
d’un produit de translations, de torsions et d’inversions. 


En effet, en tenant compte des relations (3) et (4) du numéro 17, 


on vérifie facilement que 


EN 0 
, NN Le 9 ' 
VE O0 Y / KI NOR RNA Dre 

Des quatre substitutions qui figurent dans le second membre, 
la première et la dernière sont des translations, la deuxième est une 
inversion et la troisième une torsion. D'où il suit (n° 19), la ligne 


droite étant toujours considérée comme un cas particulier du 


cercle. que 


Toute substitution linéaire change un cercle en un autre 


cercle. 
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99. Étant donnés deux triangles ayant leurs côtés formés de 
segments de droites ou d’arcs de cercle et leurs angles respec- 
tivement égaux, il'existe une substitution linéaire, les trans- 
formant l’un dans l’autre (). 


Soient les triangles ABC, À, B,C,, dont les angles de même nom 
sont égaux. Supposons d’abord les côtés AB et AC rectilignes. Une 
translation T amènera le point A au point AÀ,, puis une rotation R 
fera coïncider les côtés AB et A,B,, et, à cause de l’égalité des 
angles, le côté AC coïncidera avec le côté A, C,. 

Dans cette nouvelle position les figures ABC, A,B,C, seront 
homothétiques, et, au moyen d’une extension H, on pourra 
changer ABC en A,B,C,. Donc, dans le cas considéré, ABC se 
transformera en À,B,C, par la substitution linéaire TRH. 

Supposons maintenant que AB et AC ne soient pas tous deux 
rectilignes; appelons D le second point d'intersection des deux 
cercles ou du cercle de la droite, auxquels AB et AC appartiennent. 
Toute substitution S, pour laquelle D devient le point à l'infini, 
changera ABC en un triangle A'B'C' ayant les côtés A’/B/ er A’C/ 
rectilignes. 

Soit S, la substitution analogue à S, transformant A,B,C, en 
A" BC’. Alors, moyennant une substitution TRH, A’B'C'se trans- 
formera en A BC, et l’on pourra passer de ABC à A, B,C, par 


la substitution 


STRHS=i. 
a + . (2 C . . . rie A e 
23. Soit ( ) une substitution hnéaire ayant deux pôles dis- 
«/ Ô 
1 


uncts p et g. [ls ont pour expression 


DFI F a—0LEy(a—0)+ 487 + a—0Ep(a+d— 4 
q \ 2Y di 2Y 
Comme p et q satisfont à l'équation (2) (n° 18), on aura 
YP?+(È —a)p$—0, 
y? +(È—u)g —8 —=0;: 
d’où successivement 
— p(a—yp)=8—ûôp, 
— q(a — 9) PER; 








(') Le lecteur est prié de faire la figure. 
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et 
Re Ep) p) 
P Y2 + Ô PE y3 + Ô VE) ? 
QUE ie RPC EE 0 8 Km 
q 73 +Ô 73 +Ô Y3 + gq 
et enfin 
(1) ARTE es Te. 


Calculons la valeur de 8 : 














D Us Co — YPO 
NRC "y p) (x a) AMEN TE 9 
Mais 
L— 0 B 
HERO 5 RIT 
Par suite 
a2— ay(p+g)+y pq = 40 —8By—=1, 
d’où 


0=(a—yp}= SRE, (1). 


Cette expression de Ô montre que le genre d’une substitution 
unitaire dépend uniquement de la somme de ses coefficients 
extrèmes. 

La substitution (1) a reçu des dénominations diverses, suivant la 
valeur de 4. 

Si|0|—= 1, on dit que la substitution est elliptique; si est réel 
et positif, la substitution est hyperbolique; dans tous les autres 
cas, elle est /oxodromique. 


24. Si a +0 est réel, la substitution ne peut étre loxodro- 
mique. 
Soit d’abord 
|x+—Ô|> 2; 


alors 4 est réel et la subsütution est hyperbolique. 


(1) Si y = 0, un des pôles, g par exemple, est à l'infini et la substitution prend 
la forme plus simple 


z'—p=6(z—p) avec Du 
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24 
Soit au contraire 
[a è|<2 (1). 

Posons 

a+—0—2x (| ATEN 
on à 

| O0 — (Ari ne 
Mais | 
PR TER = VE (1 — A2) = 1; 


alors | () Pre tila substitution est elliptique. 


Une substitution loxodromique est le produit d’une substi- 
tution elliptique et d’une substitution hyperbolique. 


. En effet, si 0 — cet, la substitution 








est Le produit des deux substitutions suivantes, prises dans un ordre 








quelconque, 
! r 
FY —== … Z — Lai De 
A D lemlén 0, 
3 — 4 6 ri] Ch] Of 


dont la première est elliptique, et la seconde hyperbolique. 


‘ une substitution linéaire dont les 


25. Soit maintenant a 
è y 
deux pôles coïncident. La condition pour quil en soit ainsi est 

















4 + Ô = +. 
L’'unique pôle r est 
Li 0 
RE 
2) ( 
avec 
a—yr=7yr+û. 
On a de plus (n° 23) 
—r(a—yr)=f$—ûr, 
d’où 
PHASE ere, (a yr)3+ 6 — O0) (a —yr)(2—7r) 
FES 0 13 + Y2 +5 
(Ent LME | MICRO 
APICTES 7 
YEN) MES y(G=T)+ayr 


— 2, Car il en résulterait 


— 2, 





(') Si «+0 est réel, on ne peut avoir |Ja+ù| 
4 et les deux pôles ne seraient pas distincts. 
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qu’on peut écrire 














Z CREER /7S 
n ayant pour valeur 
; ji 2Ÿ 
"] == e == == am io 
QI YY Cm 


Les substütutions à pôle unique sont dites paraboliques. 


26. La transformée d’une substitution par une autre est de 
méme espèce que la substitution primitive. 


Soient 
CHR) a db 
hr (Ç ) ee és :) 


deux substitutions quelconques. Comme (n°2152) 


on a (n° 20) 


et, par suite, 





aad—fBac+ybd—Gbe —aab+fba? —yb? +üab\ 


QPQ= | 


acd— fc? +yd? —ôcd — abc + fac —y;bd+ ad ) 


en sorte que, si l’on pose 


El, 





je Ô 
on aura | 
u'— axad—Bac+ybd—ôbe, 
| B'=—aab+f$a? —,b? +6ab, 
L 
) | ne acd— 6e? + y d? — cd, 
| d—— abc +—Bac— bd +Gad. 


En tenant compte de ad — bc —1, on obtient 
x +0 = à + À, 


relation qui établit le théorème. 


27. La signification géométrique des substitutions linéaires 
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apparaîtra plus clairement, si l’on fait un changement de variables. 
Considérons d’abord la substitution, avec deux pôles, 


z'— p hi 


3 —q 3 —q 





(1) 


et substituons à z la nouvelle variable Z liée à z par 





An . 
. . # s #0 
La relation (1) devient 
(2) Z'= 07. 
Considérons la torsion 
(3) RE. 


où l’exposant À peut varier d’une façon continue par valeurs posi- 
tüves et croissantes de la valeur o, correspondant à la substitution 
identique, à la valeur 1, correspondant à la substitution (2). 

Si la substitution est elliptique, (3) représente une rotation. 
Posons 

Z = peiy, Li=rpietp}, Grreia" 

il vient | 
FER Ac re 5e 


qui représente une torsion, de sorte que le point mobile, en passant 
de la position initiale à la position finale, décrit autour de l’origine 
un arc de cercle d'amplitude «. 

S1 la substitution est hyperbolique, (3) représente une extension. 


Posons 
6 = C, d'où 0 ic. VIE, 


et le point mobile parcourt un segment de droite appartenant à un 
rayon issu de l’origine. 


Enfin, si la substitution est loxodromique, posons 0 — ceit; alors 


DR CN o, pg'—= + Aa. 


l 


Le rayon vecteur et l’argument varient, l’un suivant une pro- 
gression géométrique, l’autre suivant une progression arithmé- 


tique, et, par suite, le point mobile décrit une spirale logarithmique 
dont le pôle est à l’origine. 
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Nous désignerons en général sous le nom de trajectoire de la 
substitution les lignes parcourues par le point mobile dans ces 
différents cas. 


28. Imaginons une sphère tangente au plan Z à l’origine, et pro- 
jetons stéréographiquement le plan sur cette sphère, en choisissant 
pour pôle de transformation le point de la sphère diamétralement 
opposé au point de contact. Si l’on prend comme axe le diamètre 
passant par ces deux derniers points, les droites du plan issues de 
l’origine et les cercles du plan ayant l’origine pour centre se pro- 
jettent respectivement sur la sphère suivant des méridiens et des 
parallèles. 

Considérons maintenant des spirales logarithmiques, ayant leur 
pôle à l’origine. On sait qu’elles coupent sous un angle constant 
les droites issues du même point. Comme la transformation stéréo- 
graphique conserve les angles, ces spirales se projettent sur la 
sphère suivant des courbes appelées /oxodromies et rencontrant 
les méridiens sous un angle constant; de là le nom de substitution 
loxodromique. 


29. Revenons maintenant au plan z, en nous bornant aux 
substitutions elliptiques et hyperboliques; on passe du plan 3 au 


plan Z par la substitution linéaire 


7 SN ER PO 
ho | 


Aux cercles de l’un des plans correspondent des cercles de l’autre 
plan; et aux points p et q du plan 5 correspondent les points o et 
du plan Z. Donc, dans le plan Z le faisceau des rayons issus de 
l’origine, rayons qui peuvent être considérés comme des cercles 
passant par les points o et æ, aura pour transformé dans le plan 3 
la famille des cercles passant par p et q. 

Quant aux substitutions elliptiques, pour obtenir leurs trajec- 





toires, 1l suffit d’observer que, à cause de [4|—1,ona 
| +4 È, 
ST 3—q 








relation qui exprime que le rapport des distances du point mobile 
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aux deux points p et g est constant. Les trajectoires sont donc 
des cercles, admettant p et g pour points conjugués. 

Il convient de s'arrêter un instant au cas des substitutions 
elliptiques, pour mieux déterminer le mouvement du point z/. 

Si l’on pose Û — ei et si l’on désigne par arg. w l’argument de 


la quantité complexe w, on a 








ou bien 
arg.(3'—p)—arg.(3'—q)=ax+arg.(z—p)—arg.(zs—q). 


Si maintenant P, Q, Z, Z’ sont les points du plan représentatif 


! 


des quantités p, q, 3, Z!, 


arg.(z — p) —arg.(z — q)—= QZP, 
arg.(z'— p) — arg.(z' — q) = QZ'P, 
en sorte que 


OZ OP. 


Donc, le point Z étant donné, pour en déduire le point Z, il 


suffit de construire sur la corde PQ un are de cercle faisant en P 


et Q un angle x avec l’are de cercle PZQ. Le point Z sera à l’in- 


TS ME 


tersection de cet arc de cercle et du cercle passant par Z et 
admettant P et © pour points conjugués. 
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30. Passons maintenant aux substitutions à un seul pôle 











la substitution devient 
DER ENT 


C’est une translation. 
Considérons la substitution 


Z' — Mn + Z, 


où À varie par valeurs positives et croissantes de o à 1. Le point 
mobile, pour passer de la position initiale à la position finale, par- 
courra un segment de grandeur et de direction constantes. Les 
trajectoires de la substitution sont donc formées d’un faisceau de 
droites parallèles. Mais on peut envisager deux droites parallèles 
comme deux cercles dont les points communs sont confondus et 
rejetés à l'infini. Donc, au faisceau des droites parallèles du plan Z 
correspondra dans le plan 3 un faisceau de cercles passant par le 
point r et tangents en ce point à un droite fixe. 


31. Socent P une substitution à pôles distincts p et q 





œ . . . 
AABrE à une autre substitution quelconque. L'expression 
Van O 


de la substitution Q7'PQ est 








p' et g' ayant pour valeurs 


! up + p Li CURE 
DEEE ES 0 JR enr 
vP + vga + 


En effet, pour former la substitution Q°! PQ, nous devons éli- 
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miner z'et z’ entre les équations 


1 2 AT W 
23 +8 Pin ie m__ X3'+8 
se n cl N ? W 7! 2 F2 FN v g' 5 
A Ta0 Hem | Dar À 


on obtient ainsi 








Dates 03 —$ 

Y2"+ a P — Y 3 ET P 

Ôz"! 6 à a ni 3 — à. 

2" + à Ya 

ou bien 

7" PHP ap + $ 
Per Co YP + 

ur RETIRE ag + B 

or 14 + 








—— 
Z—7r Zz—7r 


æ À k ME ; 
MG une autre substitution quelconque, l'expression 
À 


Ô 
de la substitution QT PQ est 





2 RE 7 
r'etn)! ayant pour valeurs 
,. ar+$ : 
D —— — r + Ô )2. 
RE | ) 


En eflet, éliminant z' et z” entre les équations 








___ az'+ I 440€ m_ XZ"+ 8 
RE _—- — , RE 
Ÿ51CI20 (he Q) rhone Va Oo 
on obtüent 
I I 
NI] " = ip 
Ds — 0z— 8 
II pur et /i 
— y3"+ à — V3 +0 
ou 
NI 
( DR PA [ 0 ET rt 
NVÉMAON  a rene 1 y + ar +6 
= ee 
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ou encore (en tenant compte de FIVE Bi) 


PS e, — VE —————————— 
Yr 0 | TR ANUS 
Î yr + Ô 


Mes | CT Er 
Moral: ) 
et enfin 
I ke I 
rares EN 7 
é 7 0 APRES 


33. Recherchons maintenant si une substitution linéaire peut 
être une opération d'ordre fimi. 

Tout d’abord, la chose est impossible pour une substitution para- 
bolique. En effet, une telle opération équivaut à une translation et, 
quel que soit le nombre de fois qu’on la répète, elle ne ramène 
jamais le point mobile à sa position primitive. 

Considérons donc les substitutions à deux pôles. 

En répétant m fois la substitution 


! 


F0 OP Ed 
() e  … 








on obtient la substitution 


a 0 = g" À 2 


ru PrT 





pour qu'elle se réduise à l’unité, on doit avoir 8%—1. Donc : 
Pour qu'une substitution (1) à deux pôles soit d'ordre fini, il 
faut et il suffit que À soit une racine de l’unité, d'indice fini. 

Par suite, Les seules substitutions linéaires d'ordre fini sont 


les substitutions elliptiques. 


34. St deux substitutions d'ordre fini ont les mêmes pôles, 
on peut en trouver une troisième, dont les deux premières 


soient des puissances. 


Soient les deux subsututions 








3 —p 3 — D 3 —p 1,3 —p 
+ — À ; - ) ) 
St qi” ( ST à CEST NZ 


3) 
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d'ordres m et m', n le plus petit commun multiple de m et m', et n' 
une racine primitive ai" de l’unité. On aura 


An h'n 
m' 


O—n”, V=n”, 
h et ! étant des nombres entiers. Les deux substitutions données 
: ; hn lOTAN ER x 
seront alors les puissances d'exposants et . d’une même 
substitution 
æir. SEA 
bp A7 Fiens, di 








35. Soit G un groupe fini de substitutions; supposons que 7 —1 
d’entre elles P,, P;, ..., P,,_, aient un pôle commun g. En adjoi- 
gnant à ces dernières substitutions l'identité par rapport à laquelle 
tous les points peuvent être considérés comme pôles, on forme 
évidemment un sous-groupe du groupe donné. Car, si P; et P, 
laissent le point g invariable, cela est encore vrai de P;P;. 

Supposons pour simplifier que g soit le point à l'infini; les P; 
prendront la forme (n° 23) 


3'— pi= 0;(3 — p;) RAM EDR ST NRE 
On trouve facilement pour la substitution P;P, 
3'= 0,03 +o, 
CHbOULI EE 
Z'=0;023 + "—, 


cet 7 ayant pour expressions 


S——0,0;p; + 0x(pi — pr) +pn, 
Les 0:0;pr + 0; (Ph ati AL, ) FAN 


De là pour la substitution (P;,P;)-1 ou P>'P;* 


1, æ—I 





et ensuite pour la substitution P;P;,P>'P; 


ete (0:03 +o)—7 : S—7"T I 
PT abs 7 650, co | OISE 





Si dans le dernier terme aucun facteur n’était nul, la substi- 
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tution P;P;P7'P,' serait parabolique; mais cela est impossible, 
puisque (n° 33) elle appartient à un groupe fini. Et comme 0; -Z4, 
6,-</1,ondoitavoirp;=— p4. Doncles substitutions P,, P;, ...,P,, 
ont les deux pôles communs et sont par conséquent (n° 34) les 
puissanees d’une même substitution. D'où 1l suit (n° 6) que le 
) ct - a lle . ST 
groupe 1, P,, Ps, ..., P,_, est un groupe cyclique; on arrive donc 
à la conclusion suivante : 


Les substitutions linéaires d’un groupe fini, qui ont en 
commun un même pôle, ont aussien commun l’autre pôle et 
forment un sous-groupe cyclique. 


AA : si PS 4 £ o , è 
/ \ # LS . 
Il résulte aussi du théorème énoncé au n° 31 que 


Srpet q sont les pôles des substitutions d’un sous-groupe 
1 c ln Re Aie, 
cyclique Y appartenant à un groupe fint G; SHC É 3 
une substitution de G; /es substitutions du sous-groupe cyclique 
COM NOR O) on E pour pôles 


; ap + 8 À 2q + 
FE Lee } = === 
P ep ET); q enr Q(4g) 


On dit que les pôles p, p' sont équivalents; etil en est de même 


de g,gq.. 


36. Soient G un groupe fini d'ordre n, F le sous-groupe cyclique 
formé (n° 35) de toutes les substitutions de G ayant les mêmes 
poletieuSorentin.P, P?,..2, DANIESSRESttutions PAIE Or 
mons (n° 9) le Tableau (T) relatif à ce sous-groupe : 


Fe 152 P# RTE SU 
Q,;, A0 P20,. ES MAT)? 
ARE ‘JR | 
de ORAN ee Poe 
/ V V » 


Puisque p n’est un pôle que pour les substitutions de la première 
ligne, les points 


Pi=1Q;(p) (i=rerér) 


seront tous différents de p. Ils seront aussi distincts entre eux, 
\# 3 
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car, si l’on avait 
Q:(p) FE QC 
il en résulterait 


PQ » QRIQPE 


Or, les seules substitutions laissant p invariable étant P'etses 
puissances, on devrait avoir, pour une valeur convenable de /, 


Q2Q;! = DE 
ou bien 


Qn ue Q;, 


ce qui est impossible, puisque tous les éléments du Tableau sont 
distincts. 


n A , 3 ‘ 
Nous avons donc — pôles équivalents p, p1, Pa, :-., Pn_,, tous 
ÿ — — 
V 
distincts, et nous pouvons conclure que : 


Le nombre des pôles distincts, équivalents à un pôle donné, 
y compris ce pôle, est égal à l'indice du sous-groupe formé par 
les substilutions admettant le pôle donné. 


Il est facile de voir que : l'oute substitution du groupe G a 
pour effet d'échanger entre eux les pôles 


P: Pis Po: cs Pn 


St 


M 


En effet, soit PQ; l’une d’elles; appliquons cette substitution 
à un quelconque p; des pôles considérés. | 


Nous aurons 
PAO£(pr) OPA EPP 


Mais Q;P#Q%, étant un produit de substitulions appartenant à Cr 
est une certaine substitution PQ, de G. Donc 


PA Q;(p:)= PrO (D) = ps: 


Il est important d'observer que les points p, p1, ps, ... sont les 
pôles des sous-groupes F, Q'TQ,,; QS'TQ», . 
On a vu que les points p, p,, P2:, ... diffèrent tous entre eux; 1l 


n’en faut pas déduire qu'il en soit de même pour les sous-groupes 
correspondants. Au contraire, ces sous-groupes coïncident deux à 
deux, quand un des points p,p,, p», ... se confond avec le second 
pôle g de l. En effet, si p;— g, les substitutions des deux sous- 
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groupes Let Q;'TQ; ayant un pôle commun ont aussi en commun 
l’autre pôle (n° 35) et par suite les deux sous-groupes sont iden- 
tiques. Le même fait se produit pour les autres sous-groupes pris 
deux à deux, car, si l’on a 


q =pi= Qip), qn= Qn(p), 
il en résulte 


Gr Q;OQA(pDI=ARO EC) = "D. 


37. Les considérations précédentes permettent de déterminer 
tous les groupes finis possibles de substitutions linéaires. 

Soit G un groupe fini d'ordre x. Les pôles de ses substitutions 
(autres que l'identité), comptés chacun autant de fois qu’il y a de 
substitutions auxquelles il appartient, sont en nombre 27 — 2. 

Supposons qu’un pôle soit commun à », substitutions, l'identité 
comprise ; alors (n° 35) il fait partie d’un système de — pôles équi- 
valents. Ën raisonnant d’une façon analogue pour les autres pôles, 

rt 142 
tes 


3 x nm 
on obtiendra des systèmes de —; —, ... 


pôles équivalents. Et 
Va V3 > 


comme un pôle du système £ appartient à y;— 1 substitutions autres 
que l’identité, on aura 


n à 
> — (V;— 1) = 2n — 2, 
V5 


ou bien encore 
I o) 
(1) D (i—i)=a— 2. 
Vj nt 
21 


Nous sommes donc amenés à chercher les systèmes de nombres 
entiers positifs y, Y», ..., va et 2 satisfaisant à cette équation. 
On a évidemment 


HV (E = 1, 2, Mon onTi) 


7 
il 7 

VE PR le 
\ Vj 2 


i—1 


d’où 


DO PADIER 
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Par suite, en tenant compte de (1), 


r 
Pen et 2 0 


ou bien 
TENTE: 
Ainsi ne prendra que les valeurs 2 et 3. 
Soit r — 2; la relation (1) devient 
I I ) 
PR er 
VE Va 12 


et, à cause de y, <n, v:<n, elle admet comme unique solution 


= V = 7. 


Soit maintenant r = 3; l'équation (1) devient 
: I I 1 2 
(2) ne 2e a ee D 
Vi Va Va n 


Si tous les y; étaient supérieurs ou égaux à 3, le premier membre 


serait inférieur ou égal à 1, ce qui est impossible; donc l’un au 
moins des v; est égal à 2. 


Soit, par exemple, y, = 2, d’où 


I 
+ - 
Vo V3 B} 


On ne peut avoir en même temps »»2 4, vs 24, Car alors, le premier 
membre ne dépasserait pas =. Donc l’un des »:, y; doit avoir la 
valeur > ou la valeur 3. \ 

Supposons d’abord v, — 2 ; il en résulte y, == _ ce qui ne peul 
avoir lieu que si # est un nombre pair. k 


Supposons, au contraire, que ni y, ni n'ait la valeur 2; l’une 
d'elles aura la valeur 3. Soit », — 3. Il en résulte 


donc y;<< 6. Les hypothèses successives y; = 3, 4, 6 conduisent 
à A— 12, 24,%0. 


Nous réanissons dans le Tableau suivant toutes les solutions de: 
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l'équation (1), auxquelles correspondent autant de 
stbles de solutions linéaires : 


? He Va Vas 
li DR RE TARA 2 n n » 
IP Le. 3 2 2 n 
LIDRNARI EE MR TEA 3 2 9 3 
IA a OMR Si 3 2 3 4 
TS COPIER 3 2 3 5 
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groupes pos- 


12, 
n 
2m 
12 
24 
60 


Nous établirons plus loin (n° 35) l’existence effective de tous ces 


£roupes . 


38. Les substitutions linéaires et fractionnaires d’une variable 


peuvent être mises sous forme de substitutions linéaires entières 


et homogènes de deux variables. 
Soit la substitution 


, az+f 
Ci RE ones 
ŸS. 5 0 
Posons 
à ul 
231 ? SA lee 
Zz— —; 3! = —; 
Zo 3 
1l vient 
3! 431 + P 32 
ra EE = , 
A Y 31 + Ô 3» 


d’où, À désignant un facteur quelconque, 


(2) 3, = À(az1+ PB), Z9 = À(Y31+ Ô3). 


Donc, à toute substitution (1) non homogène correspondent une 


infinité de substitutions (2) homogènes. Mais, si nous nous bor- 


nons aux substitutions homogènes unitaires, c’est-à-dire à celles 


dont le déterminant des coefficients est égal à un, à chaque substi- 


tution (1) correspondront deux systèmes de substitutions (2). 


En effet, le coefficient À sera déterminé par 
À? (aù = By) = F, 
d’où pour À les deux valeurs 


Lee 


Va — $y 
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Dans le cas particulier où la substitution (1) est unitaire, les 
deux valeurs de À sont + 1 et — 1. 

Soit un groupe G de substitutions non homogènes; les substi- 
tutions homogènes qui leur correspondent forment évidemment un 
groupe G'. G' est hémiédriquement isomorphe à G, et, si G est 
d'ordre fini, G/ est d’un ordre double. De plus, à l'identité dans G 
correspondent dans G’ les deux substitutions 


f 


Pseudosubstitutions linéaires. 


39. Nous appellerons pseudosubstitution linéaire (!) lopéra- 
üon par laquelle on passe d’une valeur quelconque de 3 à une 
autre, 

az + 8 x 
(1) 3'= ——? (ad—B;yZ<o), 
17 = 19 
z représentant le nombre complexe conjugué de 3. 
La quantité 40 — By est dite le déterminant de la pseudo- 


substitution. 


Il n'existe aucune pseudosubstitution pouvant se réduire à 
l'opération identique. 


En effet, pour que (1) laisse invariable les valeurs 0, 1, o, il 
faut qu’on ait successivement 8 = 0, y —0, a —0; (1) se réduit 
alors à 
3 = 3. 

Mais ce n'est pas là une opération identique : il existe en effet 
une infinité de valeurs qu’elle ne laisse pas invariables, car elle 
change chaque valeur conplexe en sa conjuguée. 


Ds . . . 
L'inverse d’une pseudosubstitution est une pseudosubstitu- 
lion. 





(") Pour les pseudosubstitutions, nous sous-entendrons souvent le mot linéaire 
comme nous le faisons pour les substitutions. 
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în eflet, résolvons (1) par rapport à 
— 03 — 


EU Er , 
— 3 +4 


prenons les conjugués des deux membres et échangeons ensuite 7’ 


ét-z-mlvient 


CERTA 
À 03— 8 

s' = ] 0 
| —Y23+74 


Le produit de deux pseudosubstitutions est une substi- 


tution. 


Soient 
RE az+$ RE nn 
CR — = , S — = 
13 + Ô "3" + Ô 
On türe de la première 
asp 
73 + Ô 


Transportant cette valeur de z' dans la seconde : 


D MS) SL HT 
(as 8y)z+% 675 


L'E 


- Le produit d’une pseudosubstitution et d’une substitution, 
ou bien d’une substitution et d’une pseudosubstitution, est une 


pseudosubstitution. 


En effet, le produit de 


est la pseudosubstitution 
(a'a + B'y)z+ 28 + Go 
(ya+dy}z + y8-+ 08 


pas /4 
aies 


’ 


De même, on a, pour le produit de 


U 
0 LEE z! 


G 12 6: 
N ? DRE 
DO Peur V3 +5 
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la pseudosubstitution 


…_ Ca+py)s+ap+pe, 


NAS 


(ya +0y)z +yB +03 


Toute pseudosubstitution est le produit de la pseudosubsti- 


tution z! = — 3 et d’une substitution. 


On vérifie en effet immédiatement que (1) est le produit de 


. . (8 4 — 
z'= — zet de la substitution ( s) 
FR 
La pseudosubstitution 3'=- — 3, qui échange entre eux les points 


symétriques par rapport à l’axe imaginaire, peut être désigné, sous 
le nom de réflexion sur cet axe. 


40. Si l’on regarde une pseudosubstitution Q 


_ e 
o #4 = id 
Z 


(1) 3! — 


n 
‘4 s —— 0 


comme une transformation en lui-même du plan de la variable 
complexe, on peut se demander s’il existe des points du plan que 
cette transformation laisse invariables. 

Tout d’abord, il est évident que, si un point n’est pas déplacé 
par la pseudosubstitution Q, il ne le sera pas non plus par la 
substitution Q?. Donc, sauf le cas où Q? se réduirait à la substi- 
tution identique, Q laissera invariables deux points tout au plus. 

Considérons d’abord le cas de Q?= 1; Q est alors une opération 
du deuxième ordre, et l’on a (n° 39) 


© Ce 28 + 8ô ) 
| ya+ôy yB+ 5, 
et, à cause de lhypothèse Q2— 1, 
| ax + By = yB + dd, 
(2) { ap + fo —0o, 


Y% —+- dy 0: 





Si 5 —7y— 0, la première des relations (2) donne 


fl =15, 
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en sorte que ( devient 





z'= eikz 
ou encore 
ee 
Giue 
en posant 
,ÀZT 
4 — € 2 


Si Bet y ne sont pas nuls en même temps, soit y Z 0. Alors on 
peut supposer qu'on ait multiplié les quatre coefficients de Q par 
une quantité telle que y devienne réel. Dans ces conditions, les 
relations (2) deviendront 

au Py=yP+, aB+BÜ—o, y(a+8)—0; 


la dernière donne 


c’est-à-dire 


Ô=——«, 
d’où 
[alt= 1, 
et alors la première devient 
PB — £) Lu 
d’où 
en 


Quant à la seconde, elle est alors identiquement satisfaite. 


Si l’on observe que la condition 0 ——4 subsiste aussi pour 


y — 0, on peulen conclure.ques: 


\ i 


La forme générale des pseudosubstitutions du second ordre 
est | 


(3) 3 = —————; 


dans laquelle & et y sont réels. 


Pour trouver les points que (3) laisse invariables 1l suffit de 
poser dans (3) z'— 3, d’où 


(F JR 23 — as —43 8 —0, 
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: [e 4 
équation d’un cercle (!) de centre — et de rayon 
| 
Vax + 05T0 Vas 
Ÿ ré 





| 


2 


où A, qui est toujours réel, désigne le déterminant de la pseudo- 
substitution. 

Ce cercle est réel ou imaginaire suivant que A = 0. Pour ÿ — 0, 
il se réduit à une droite. Donc : 


La pseudosubstitution du second ordre (3) ne laisse inva- 
riable aucun point du plan, ou bien laisse invariables tous les 
points d’un cercle, selon que son déterminant est positif ou 


négatif. 


Le cercle (4) est appelé cercle de symétrie de la pseudosubsti- 
tution. 


41. Cherchons quelle position occupent, par rapport à ce cercle, 
deux points homologues 3 et z/; soit d’abord y = 0, le cercle de 
symétrie se réduit à la droite 


as+az+B—0o, 
et, si C est un point de cette droite, on a 


(1) at rteb EE. 


Li 


La pseudosubstitution s'écrit, dans le cas actuel, 


1118 ER 
3 = ———) 


LS 
d’où, quel que soit €, 


(3 —t)=uz+PB+at 





(:) En effet, si dans (4) on pose 


3=T+IY, A = 4; +1, 
nous aurons 
V2 Hp) EP 0 


(z 2) +( x? \? ai + a? + By 
— VER = —————__———  ———. 
74, \ se 


ou bien 
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et, en particulier, si € appartient à la droite de symétrie, en tenant 
compte de (1), 


d’où 


La droite de symétrie est, par conséquent, le lieu des points 
équidistants de z’ et de 3, c’est-à-dire que les points z, 3! sont 
symétriques par rapport à la droite de symétrie. 


Soit maintenant V0. Puisque 


D az +8 
ph SRE 


Y3—0@ 


on à, quel que soit &, 


HP as+$ —yzt Ltat 


y3—& 
k . | LA o 
Or l’équation du cercle de symétrie, cercle de centre -; peut 
. Y 


PE | 
s ecrire 





a 
3 — —-|— const. 
fi 


el, si $ désigne un de ses points, on aura 


Part Re 





y — x] = const.; 
d'où 
PR Eee ec 
Re 
ou 
re 1 = 
EC = à 
Y3 02 


En égalant les modules des deux membres et tenant compte de 


- l ! | 


| _— 


la relation |ÿf — «| — const., on voit que le rapport PE 1 ou 
| TE 
: ZT | ; à 
bien +, est indépendant de €, pourvu que © appartienne au 
Ne) 


cercle de symétrie; d’où 1l résulte que les points 3 et z' sont con- 
Jjugués par rapport au cercle de symétrie. 

Observons que ce résultat comprend comme cas particulier le 
résultat trouvé pour y — 0. On peut donc énoncer la conclusion 
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générale suivante : Deux points correspondants dans une pseudo- 
substitution du second ordre sont conjugués par rapport au 
cercle de symétrie de la pseudosubstitution. 

Au lieu de dire de deux points qu'ils sont conjugués, nous 
dirons quelquefois qu'ils sont symétriques; et nous désignerons 
une pseudosubstitution du second ordre sous le nom de réflexion 
par rapport à son cercle de symétrie. 

Projetons stéréographiquement le plan sur une sphère. Le 
cercle de symétrie de la réflexion, soit F, aura pour projection sur 
la sphère un cercle F,. Soient 3 et z! deux points correspondants 
dans la réflexion considérée; puisque z et z' sont conjugués par 
rapport à l, tout cercle passant par ces deux points est orthogonal 
à F, et, comme la projection stéréographique conserve les angles, 
les projections 3,, z, de z, 3! sur la sphère posséderont la même 
propriété relativement au cercle F,. 

Si en particulier F, est un grand cercle, les points 3, et 3, seront 
symétriques par rapport à l,, au sens ordinaire du mot. Donc, 
supposons qu'on projette stéréographiquement une réflexion 
sur une sphère, de façon que le cercle de symétrie ait pour 
projection un grand cercle. St nous considérons deux points 
du plan se correspondant dans la réflexion, leurs projections 
sur la sphère sont deux points symétriques (au sens ordinaire 
du mot) par rapport à ce grand cercle. 


42. Considérons maintenant une pseudosubstitution Q 
idee 
Æ — RSR 
2 +Ô 
qui ne soit pas du second ordre. Posons 


\ 


e-(5E | Le à 
ya + dy yB + 00 CD 


* 


La quantité 
A + D = aa + By + yB + 00 


est évidemment réelle. Donc (TZR 


25 L] la ? : $ , = ; 
Le carré d’une pseudosubstitution n'est jamais une substi- 
tution loxodromique. 
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Suivant que la substitution Q? est elliptique, hyperbolique ou 
parabolique, on dit que la pseudosubstitution Q est elliptique, 
hyperbolique ou parabolique. 


43. Comme on l’a déjà observé, les seuls points qu’une pseudo- 
substitution Q puisse laisser invariables sont les pôles de là substi- 
tution (?. Examinons dans quels cas il en est effectivement ainsi. 

Désignons par p et g les deux pôles de Q?, distincts ou non; 


on a (n° 23) 
P | 3 À — DH VA A + D)'— 4 
q | ni 2 CG 





(1) 


2 


en supposant, ce qui est toujours permis, 
Ga) 20 — By — 1, 
d’où 

LOS 3- = I, 


AD — BC = (aô —8y)(28— By) —1. 


l 
Si le point p n’est pas déplacé par Q, on doit avoir 


ap + 8 
YO ù 
ou bien 


{PP +ôp—ap—B=0 


qui peut encore s’écrire, en multipliant par y et tenant compte 


def?) 
(3) (xp —2)(yp +8) =—1. 


Pour reconnaitre dans quelles conditions cette relation peut 
avoir lieu, il convient d'établir certaines identités. 
On a tout d’abord 


De plus, on trouve facilement 


(5) JA—aC=yD—3C=—7. 
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Cela posé, écrivons (1) sous la forme 


sl 2 


où R est nul, réel et différent de zéro ou imaginaire pur, suivant 
que la substitution Q est parabolique, hyperbolique ou elliptique. 
Soit donc 








A—D+R 
He > 0 À 
alors 
SON SALES 
FTÉCT 


Dans cette formule, où figure un double signe, on doit prendre 
le signe + si Q est hyperbolique, le signe — si Q est elliptique 
(si Q est parabolique, R —R — 0, le signe est alors indifférent). 
Il suit de là 

YP — 2 = — (YA — YD—24aC+7YR), 


yp H0E = (A —YD+CEYR). 
2 





En tenant compte de (4) et (5), 


vp—a=—GlrA+y(A-D—XA)-24C+7%R] 
= cl2(rA—20)=7(R+D)+7R] 
: ; 
== El 27 1 ÆD)E TR | 


[Y(A+D—D)—,;D+25C+7R] 





[-2{yD 00 RENE TR | 


[= el ail 


[2Yy+y(A+D)+yR|]. 


Al 


é 


N 


Cette dernière relation peut s’écrire 


YP+i= [2x er 2eR |, 
2 
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e étant égal à o ou à y, suivant que Q est hyperbolique ou ellip- 
tique. Il en résulte 





(yp—a)(yp +à) ss — [ay +y(A + D)f2_2R%2 ET, 
4 GC 


en désignant par T la quantité 
PHR|.- 2 — (A + D) + yR |. 
En développant et se rappelant que R = (A + D)? — 4, on a 


I 


(xp — 2) (yp +) =— Lay + 4YY(A+D)+4y—eT| 





I 





+ y(A+D)+y]+ 





té Gi 
D'autre part, 





CC — (yz 1e dy) (a + dy) 


= aùfy + V'a0 + ya + JyÙ 


©] 


= avr + ve (B6 21) + (Br +) + dd 
= + y + yy(A + D); 
d’où 


— l 


= — | + 





Cyr —«)Cyp +5) ae 
| CC 


En comparant cette relation avec la relation (3), on voit 
que « — 0. On arrive donc à la conclusion suivante : Sx Q est pa- 
rabolique ou hyperbolique, il existe un ou deux points qu’elle 
laisse invartables : c’est le pôle ou bien les pôles de Q?; si Q est 
elliptique, il n’en existe aucun. 

On peut ajouter que, sû Q est elliptique, elle échange entre 
eux les deux pôles de Q>. 

Soient, en eflet, p l’un de ces pôles et s ce qu’il devient par la 
substitution Q. Puisque p reste inaltéré par Q?, c’est que Q doit 
changer s en p. Donc les deux points p, s sont échangés entre 
eux par Q. Mais alors Q? laisse évidemment s invariable et, par 
suite, s est le second pôle de Q?. 


44. Étant donnée une substitution non loxodromique, si on 
la transforme par une réflexion relativement à une de ses tra- 
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Jectoires, la substitution transformée est égale à la substitution 


primitive. 


Revenons au plan 3 des n°* 27 et 30. Une substitution P ellip- 
tique ou hyperbolique prend la forme 


Z:= 07; 
Dans le premier cas [0] — 1 ; dans le second cas 0 est une quan- 
tité réelle et positive. 


Une réflexion R par rapport au cercle ayant pour rayon 7: et 
l’origine pour centre est de la forme 


Pour former le produit RPR, on doit éliminer Z/ et Z/ entre 


2 2 
re 82 SE Ü 72 qu cn 
Z 1 
En tenant compte de [| = 1, on obtient 
Z" — 0Z 
d’où 
RERESP, 


Une réflexion R par rapport à un rayon d’argument # issu de 
l’origine a la forme 
L'ertui. 


Pour former le produit RPR, on doit éliminer Z/ et Z/' entre 
L'—etaz,  7'— 02, : 7" exia7r, 
et, en tenant compte de ce que 4 est réel et positif, on obtient 


LUE 67, 
en sorte que 


RPR = P. 
Dans le cas d’une substitution parabolique 
A NS YA 


on peut toujours supposer que n est réel. Les trajectoires sont des 
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droites parallèles à l’axe réel, et la réflexion R par rapport à l’une 
d'elles, située à une distance A de cet axe, est 

ZL'= oih Z. 
Eliminant Z/ et Z/! entre 
Th UT. INT; LE 7 


on obtient 
LEE nez 


en sorte que, là encore, on a 


RER 


45. Soit un groupe de substitutions G permutable (n° 12) 
avec une réflexion R et soit P un élément quelconque de G:; 
les opérations P, PR (ou bien P, RP) constituent un groupe G 
dit groupe déduit de G par amplification. | 


Si G est d'un ordre fini, G est d’un ordre double. 
Soient P,, P, deux substitutions quelconques de G. Posons 


RP;R=P,,  RP;R= P!; 


par hypothèse P', P, appartiennent aussi à G. Considérons les 


quatre produits 
BP MP. R:P;; Pi FR SP EUR: 


Le premier est évidemment un élément de G. Le second, qui peut 
s’'écrire P, P,R ou bien P, P,.R, est de la forme PR. Il en est de 
même pour le troisième. Quant au quatrième on peut l’écrire 


ÉARRRS A6 ou R4 pe R? 
ou enfin 
P?R® 


en sorte qu'il appartient à G. 


L'existence du groupe G est donc établie. 


46. Soit un groupe de substitutions G (fini ou infini) dont 
chacun des éléments peut étre mis sous forme de produit de 
facteurs appartenant à un ensemble fint de substitutions P,, 


V. ! 
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P:, ..., P,.. Supposons qu'une réflexion R transforme chacune 
des substitutions précédentes en une substitution de G, alors 
le groupe G peut être amplifié par la réflexion K. 

Posons, en général, 


RP;R—= PE (ii 7). 


Si 
>X Xs PX: 
F5 PRES … 
OÙ Li, Lo, Éy, . . sont des nombres, distincts ou non, appartenant 
à la suite 1, 2, 3, ...,r, est une substitution quelconque de G, on 


trouve facilement 


RPX PA Pa, R — PA PI pra 
l lo EEE on © L, La Te? 
ce qui démontre le théorème : 


AT. SUP désigne la substitution à pôles distincts p, q 





32 —q 3 —q 


Ent fe laet 


et Q la pseudosubstitution 
Ns 
DL Ce 


73 +0 
la substitution Q7'PQ = P' à pour expression 


3'— p' -3—p 
2 LEE 


Ei ! 1 
Ar RU | 


où p'et g'ont pour valeur 


pr PE ,_ aqg+p$ 
YP + à Y9 FD 


En effet, en éliminant z! et z' entre 








és CAE z"— p 6 met z" ae 
TU ? Ê à C NUS SR) 
72 +0 me 4 3 —4q 3" + Ô 
on obtient 
5 DRE 5: 86 
en a sn = rer 4 
— Y3"+a ne nt 
Ôz" A 5 295 
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ou bien 
= _ ap +$ — _ap+ 
: 15 ÉSEEN Lo 
SE aq + $ NE 
79 +0 49 +0 


et, prenant les conjugués des deux membres, 


op -rb RE RrE 
ÉD: ISERE YPHË 

SLI. PORN TTERE 

TETE 


on peul donc dire que. 


a. Les pôles de P’ sont les transformés par Q des pôles de P. 

b. Si P est hyperbolique, 1l en est de même de P’et les deux 
substitutions ont le même coefficient 4. 

c. Si P est elliptique, il en est de même de P’, et dans les deux 
substitutions les coefficients 4 sont conjugués. 


48. Si P est la substitution à pôle unique 


I I 
- = + 
5 = OT 








et Q la pseudosubstitution 





où l’on suppose aù — fy —1, l’expression de la substitution 


mi 
CAP O) — P' est 


I [l 








TRE = 1 + rer 7 
r'et n ayant pour valeurs 
RTE PONS RS 
yr +Ô 
Éliminant 3! et =/ entre 
Éd NN en 
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on obtient 


I I 
—— Æ = N + == = 
N QU 
03 — OS 
De SRE te, -ÉFIAEES 
—— V3" + Œ mi —+- (e 4 


ou bien, en utilisant les réductions du n° 32, 


I = RS 
ny : 


-,, ar+f$ — ar+$ 
ER MT Er = rene 2 
Tr + 7 + Ô 


ou, prenant enfin les conjugués des deux membres, 





I are 2 

= = n{Yr-EO) RER 
nm ar+B __ ar+$ 
= OT TRES A OMR ET 

YT 0 7 +0 


Groupes finis de rotations d’une sphère sur eile-même 
et leur amplification. 


49. Nous venons d'établir les propriétés des substitutions et 
pseudosubstitutions linéaires. Passons maintenant à l’étude des 
groupes de substitutions, particulièrement des groupes finis, et 
des groupes de substitutions amplifiés. 

Le seul groupe infini que nous rencontrerons est le groupe mo- 
dulaire, dont nous donnerons plus loin une définition arithmé- 
tique directe. 

Quant aux groupes finis de substitutions, nous en obtiendrons 
très facilement la construction, grâce à un arufice géométrique 
utilisé déjà précédemment (n° 28). 

Rappelons que les groupes finis ne comprennent que des sub- 
stitutions elliptiques (n° 33). 

Soit donc une substitution elliptique, dont les pôles p et g 
soient représentés par les points P et Q. Considérons la famille 
des cercles l'admettant P et Q pour points conjugués. La substi- 
tution considérée laisse invariable chaque cercle F. Elle change 
un point Z d’un tel cercle en un autre point Z/ du même cercle, 
tel que la différence des angles QZ/P et QZP reste constante 
(n° 29). 


Considérons le plan passant par Pet Q et perpendiculaire au 
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plan =; soient V un point de ce plan. tel que le plan PVQ soit 
droit, et Cle pied de la perpendiculaire abaissée de V sur le plan z. 
Projetons stéréographiquement le plan 3 sur la sphère décrite de C 
comme centre avec CV pour rayon, en prenant V pour point de 
vue, et soit M, la projection stéréographique d’un point quel- 
conque M du plan z(!). 





Le point C étant situé sur PQ, le plan VPQ passe par le centre 
de la sphère, le$ points P,, Q, se trouvent sur un grand cercle 
passant par V (contour apparent de la sphère), et, comme 
l’angle PVQ est droit, P, Q, est un diamètre de la sphère. Soient A 
et B les points de rencontre de la droite PQ avec l’un des cerclesT. 
Les quatre points P, Q, À, B forment une division harmonique, 
le faisceau V(PQAB) est harmonique et les deux droites rectan- 
gulaires VP, VQ sont les bissectrices des angles formés par VA 
et VB. Donc P, est le milieu de l’arc À, B,, la droite A, B, est per- 
pendiculaire à la droite P,Q,, et la projection stéréographique du 
cercle AB est un cercle À, B, situé dans un plan perpendiculaire 
au diamètre P,Q,. 

Pour la substitution considérée 


che PO R e ia pue 
z'— q Zz— q z— q 





u 


(1) 


(*) Dans la figure on a tracé en traits pleins les lignes du plan z. 
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un point Z du cercle AB se transforme en un autre point Z;' du 
même cercle, tel que les arcs de cercle PZQ, PZ'Q fassent entre 
eux l’angle &. Les arcs PZQ, PZ'Q se projettent sur la sphère sui- 
vant les demi-grands cercles P,Z,Q,;, P,Z; Q, dont les plans font 
le même angle 4, puisque la projection stéréographique conserve 
les angles. 

Donc, à la substitution linéaire considérée correspond sur la 
sphère une rotation d'amplitude & autour du diamètre P, OO 
peut dire que les points P,, Q, sont les pôles de la rotation. 

Pour déterminer le sens de cette rotation, examinons le cas par- 
tüiculier où p—0, g — «©. Alors, la substitution prend la forme 


plus simple 
PAR pe A 


et représente une rotation du plan, sur lui-même, d'un angle # 
autour de l’origine, effectuée dans le sens qui va de l'axe des x 
positifs vers l’axe des y positifs, c’est-à-dire de gauche à droite. 
Il lui correspond une rotation d’angle «, de la sphère sur elle- 
même, de gauche à droite autour de l’axe VW. Mais puisque, dans 
le cas spécial considéré, P, coïncide avec W et Q, avec V, on peut 
dire qu'on a une rotation de la sphère d’angle « effectuée de droite 
à gauche autour de l’axe P,Q, (!). 

Si donc on considère comme positives les rotations effectuées 
de droite à gauche, on peut dire qu’à la substitution (1) corres- 
pond une rotation de la sphère d’angle « autour de l’axe P,Q,. 

Il importe de faire la remarque suivante : tandis que la trans- 
formation du plan 3 en lui-même par la substitution (1) est accom- 
pagnée en général d’une déformation, la transformation corres- 
pondante de la sphère en elle-même est tout simplement une 
rotation de cette sphère autour d’un de ses diamètres. 


90. On sait que la succession de deux rotations autour de deux 
axes ayant un point Commun équivaut à une rotation unique 
autour d'un axe passant par ce point. Donc les rotations d’une 
sphère sur elle-même forment un groupe. Un quelconque des 
sous-groupes du groupe précédent peut être considéré comme 





(') Une telle rotation s'effectue de droite à gauche pour un observateur placé 
lés pieds én Q;etilamtéte en P,. 
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Ur 


5 
l’image d’un groupe de substitutions linéaires elliptiques (!) au- 
quel il est holoédriquement isomorphe ou, ce qui revient au 
même, auquel il est identique au point de vue formel. 

Montrons maintenant comment on peut construire les groupes 
finis de rotations correspondant aux groupes de substitutions 
linéaires du Tableau (n° 37); nous aurons ainsi démontré l'exis- 
tence effective de tous les groupes dont nous avions seulement 
établi la possibilité d'existence. 

Un premier type de groupes finis de rotations est celui des 
groupes cycliques (n° 6), formés chacun d’une rotation, dont 
l'amplitude est dans un rapport commensurable avec 27 et par les 
puissances de cette rotation. Si ce rapport, réduit à sa plus 
simple expression, est “ le groupe est d'ordre nr; nous le repré- 
senterons par C,. : 

Chacun des deux pôles communs à toutes les rotations du 
groupe n’est équivalent qu’à lui-même, puisque le groupe ne con- 
ent aucune rotation, échangeant entre eux les deux pôles. On à 
donc (avec les notations du n° 37) 


n nm 
1'Es,2; 1, — = 
V1 Va 
et, par suite, 


VE We st 


Les groupes cycliques correspondent par conséquent au type I 
du Tableau. 


91. Pour construire les autres groupes finis, nous nous repor- 
terons aux polyèdres réguliers que nous imaginerons inscrits dans 
la sphère. Mais, outre les cinq solides réguliers que nous appelle- 
rons polyèdres proprement dits, nous devrons en considérer un 
sixième, pour ainsi dire dégénéré, formé de deux faces polygo- 
nales régulières confondues et que nous appellerons dièdre. I sera 
considéré comme inscrit dans la sphère, si le polygone régulier 
correspondant est inscrit dans un grand cercle de la sphère : alors 


(!) Les pôles de ces substitutions ne peuvent avoir la même disposition que 
dans le plan. En effet, si P et Q sont les pôles d’une quelconque d’entre elles, il 
doit exister un point V tel que les plans PVQ soient perpendiculaires au plan z 
et que les angles PVO soient nuls. 
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le diamètre perpendiculaire au plan de ce grand cercle s’appellera 
l'axe du dièdre. 

Si le polygone à m côtés, le dièdre sera dit m-gonal. Pour 
m = 2, on a un degré encore plus avancé de dégénérescence; le 
dièdre se réduit simplement à un segment de droite que nous 
regarderons Comme inscrit dans la sphère, puisqu'il coïncide avec 
Pun des diamètres. Dans ce cas, tout diamètre perpendiculaire au 
précédent devrait être regardé comme axe du dièdre. Cependant 
nous ne réserverons cette dénomination qu’à un seul diamètre, car 
nous supposerons que le polygone constituant le dièdre ait été 
réduit par continuité à un couple de segments confondus, et cela 
tout en restant: dans un plan déterminé, et c’est ce plan qu'on 
regardera à la limite comme le plan du polygone dégénéré. Il existe 
une rotation et une seule faisant coïncider AB avec CD, et il en 
est de même pour AB et DC (). 

Or, toute rotation de la sphère qui amène deux arêtes en coïn- 
cidence laisse le polyèdre invariable, et réciproquement toute rota- 
üon qui laisse le polyèdre inaltéré réalise la coïncidence de chaque 
arête avec une autre arête. On aura, par suite, l’ensemble des rota- 
Uons qui transforment un polyèdre en lui-même en choisissant une 
arête déterminée et prenant dans les deux sens possibles toutes les 
rotations qui amènent cette arête en coïncidence avec elle-même 
et les autres arêtes. 

Si donc À désigne le nombre des arêtes, il existe 2 À rotations, 
y compris la rotation nulle, qui transforment le polyèdre en lui- 
même. Ces rotations forment évidemment un groupe, car, si deux 
rotations possèdent la propriété indiquée, il en est de même encore 
de leur produit. Donc : 


Les rotations qui transforment en lui-même un polyèdre 
régulier constituent un groupe fini, dont l’ordre est égal au 
double du nombre des arêtes du polyèdre. 


Il'en résulte qu'aux six polyèdres réguliers (y compris le dièdre) 
correspondent six groupes finis de rotations de la sphère sur elle- 
même. 





(!) Voir, par exemple, MarcoLoNGo, Mécanique rationnelle, t. T, p. 59 et suiv. 
Milan, Hæpli, 1905. 
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Cependant ces groupes ne sont pas tous distincts. 

Soient, en effet, un polyèdre régulier proprement dit inserit 
dans une sphère et le polyèdre conjugué, c’est-à-dire le polyèdre. 
ayant pour sommets les centres sphériques des faces du premier. Il 
est clair que, si le polyèdre primitif reste inaltéré par une certaine 
rotation, 1l en est de même du polyèdre conjugué, et que par suite 
les deux polyèdres admettent le même groupe de rotations. D'autre 
part, le tétraèdre, l’octaèdre. et l’icosaèdre ayant respectivement 
pour conjugués le tétraèdre, l’hexaèdre et le dodécaèdre réguliers, 
les polyèdres réguliers donneront lieu aux groupes suivants de 
rotations, dont l’ordre se déduit immédiatement du nombre des 
arêtes du polyèdre générateur : | EC 


FE où 





a. Le groupe diédrique d'ordre nr = 2m, m étant le nombre 
des côtés du polygone formant le dièdre ; 
b. Le groupe tétraédrique d'ordre n — 12; 
c. Le groupe octaédrique ou hexaédrique d’ordre n = 24; 
d. Le groupe tcosaédrique ou dodécaédrique d'ordre nr = 60. 


Nous nous proposons d'étudier séparément chacun de ces 


groupes. du 

52. Étant donné un polyèdre régulier, projetons-le sur la sur- 
face sphérique circonscrite, en prenant comme point de vue le 
centre de la sphère. Nous obtenons ainsi un réseau de polygones 
sphériques réguliers recouvrant toute la sphère. Pour la commo- 
dité du langage, nous désignerons encore cette figure sous le nom 
de polyèdre (1); alors les faces, les arêtes et les sommets de ce 
polyèdre désigneront, pour les polygones sphériques ainsi tracés, 
leurs arêtes et leurs sommets. 

Cherchons maintenant les rotations laissant ce polyèdre inal- 
Léres 

S1 le pôle d’une telle rotation ne se trouve pas sur une arête, il 
est situé nécessairement au centre d’une face; car autrement une 
rotation ayant ce point comme pôle ne pourrait changer cette face 
ni en elle-même, ni en‘une autre face. 





(1) Dans les cas pouvant donner lieu à équivoque, nous dirons polyèdre sphe- 
rique au lieu de polyèdre. 
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Si le pôle, sans être un sommet, est situé sur une arête, il est 
clair qu’il doit se trouver au milieu de cette arète. 

Ces considérations montrent que les seules rotations changeant 
le polyèdre en lui-même sont les suivantes : 

1° Rotations ayant pour pôles les milieux des arêtes; leur am- 
plitude est t; 

2° Rotations ayant pour pôles les centres des faces ; leur ampli- 


DAT Q d A A , 
tude est F2 et ses multiples, f désignant le nombre des côtés 


appartenant à chaque face ; 


; ; ; 2T 
3° Rotations ayant pour pôles les sommets; leur amplitude est cr 


et ses multiples, 4 désignant le nombre des arêtes aboutissant à 
chaque sommet. 

Dans chaque catégorie, les pôles sont équivalents entre eux, car 
il existe toujours des rotations qui échangent deux arêtes, deux 
faces ou deux sommets quelconques. 

Si l’on désigne par À, F, S le nombre des arêtes, des faces et 
des sommets du polyèdre, le nombre des pôles est respectivement 
dans les trois cas précédents A, F, S. D'autre part, si chacun des 
pôles des trois catégories est commun à y,, 3; y; rotations, le 


À À . 6 n nm n 
nombre des pôles eux-mêmes est respectivement (n° 36) —; —; —; 


, 

Vi Vo CVs 
2 \ 
d’où 


(1) LA) Et LA 7 =S$s, 


ri # 
et (n° 51), tenant compte de 

(2) LA 

et de la relation (2) du n° 37, il vient 

(3) F+S = A+, 


qui est la formule d'Euler bien connue. 
Les nombres y,, v2, v; se déterminent facilement. 
mn) , + . 
Tout d’abord, la comparaison des relations 


ñn 
—\= "À, n = 2À 


V1 


donne y, — 2, comme on peut le voir aussi directement, car le 
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milieu d’une arête est un pôle pour deux rotations seulement : la 
rotalion nulle et la rotation d'amplitude T. 
Pour le dièdre F— 2, À — m, et, comme n = 2m, on trouve 


Ve 1711: Va. 


Considérons maintenant simultanément le tétraèdre, l’octaèdre 
et l’icosaèdre, qui SRE la propriété commune d’avoir leurs 
faces lames: 


Le centre d’une quelconque de ces faces est un pôle pour trois 
rotations : la rotation nulle et deux autres, d’amplitudes _ {; 
OUR 

Un sommet est un pôle pour la rotation nulle et g —1 autres 
2 Le ..s “NE, q ayant 1c1 la même 
signification que plus haut, en sorte que »; — q. Or, dans les trois 


rotations d’amplitudes 





CAS IT ET NDAT SUILE Vs = 0, 42). 
La formule 


I I I 2 
| 
Vi Vo V3 ñn 
devient alors 
SSL I 
2 QPW7) 6 


et par suite, dans les trois cas, 7 — 12, 24, 60, comme on pourrait 
d’ailleurs le déduire de la relation 7 = 28. 

Les formules précédentes donnent pour les trois polyèdres à 
faces triangulaires les relations suivantes entre F, A et S : 


F = 28 — À, À = 3S — 6. 


Comparant les résultats obtenus avec ceux du Tableau (n° 37), 
on voit que les groupes diédriques, tétraédriques, octaédriques 
et icosaédriques correspondent respectivement aux cas W, I, 
[IV et V de ce Tableau. 

Donc /es groupes que nous avons démontré étre les seuls pos- 
sibles existent bien réellement. 


03. Nous pouvons maintenant déterminer la structure des quatre 
groupes polyédriques, que nous représenterons toujours par les 
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symboles I, 1, IV, V du Tableau connu, tandis que le symbole I 


désignera les groupes cycliques. 


Il. Les éléments du groupe diédrique sont : 
La rotation identique ; 
Les m — 1 rotations autour de l’axe du dièdre, d'amplitudes 


Dire A TE (M —A)T, 
ne 7 | 


mm m m 

Les m rotations d'amplitude x autour des m axes de ARTE du 
polygone, formant le dièdre. 

Dans le cas de m—2, le groupe ( Vierergr uppe) que nous 
appellerons groupe rectangulaire comprend la rotation iden- 
tique et trois rotations d'amplitude x autour de trois axes rectan- 
gulaires (‘ 


III. Les éléments du groupe tétraédrique sont : 


La rotation identique ; 

Les rotations d'amplitude 7 ayant pour pôles les- milieux des 
six arêtes; comme de tels points sont deux à deux diamétralement 
opposés, 1l y a 3 rotations; 

Les 4 rotations d'amplitude — et les 4 rotations d'amplitude 


AT A 9 
— ayant chacune pour pôles le centre d’une face et le sommet 
9 " à ; 


OPPOSE. 


IV. Les éléments du groupe octaédrique sont : 


La rotation identique ; 

Les rotations d'amplitude + ayant pour pôles les milieux 
des 12 arêles; comme ces points sont RE deux diamétralement 
opposés, 1l y a 6 rotations; 


CR " DTA 1 Le £ 
Les rotations d? amplitudes dd ayant pou pôles les centres 





(') À ces rotations on devrait ajouter celles en nombre infini d'amplitude quel- 
conque autour du diamètre auquel se réduit le dièdre. Mais on ne les considère 
pas comme transformant le dièdre en lui-même, à cause de la convention faite 


au n° 5l, par laquelle le dièdre bigonal est regardé comme situé dans un plan 
déterminé. 
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des 8 faces; comme ces points sont deux à deux diamétralement 
opposés, 1l y a 8 rotations; 


. . T Ris A Ÿ 
Les rotations d’amplitudes 5 M 7 ayant pour pôles les 6 som- 


mets ; et comme ces sommets sont diamétralement opposés, 1l y a 
Q rotations. 


V. Les éléments du groupe. icosaédrique sont : 


La rotation identique ; 

Les rotations d'amplitude x ayant pour pôles les milieux des 
30 arêtes; pour des raisons vues précédemment, 11 y a 15 rota- 
uons ; 


DÉTONR NTE 
= ayant pour pôles les centres 


Les 20 rotations d’ amplitude — ee 


des 20 faces; 


D TUTO TROIE k 
Les 24 rotations d'amplitude a de —; — ayant pour pôles 
I ») 5 


les 12 sommets. 


Occupons-nous maintenant de deux questions importantes 
concernant ces groupes, et recherchons : 


a. S'ils sont simples ou composés (n° 15); 
b. S'ils sont amplifiables (n° 45). 


[. Un groupe cyclique, dont l’ordre est un nombre premier, 
est simple (cf. note, page 5). 
Soit, au contraire, un groupe cyclique 


A, Fe P?, .…. Pz-1 


dont l’ordre = ne soit pas un nombre premier. Posons ñn — rs; le 
sous-2roupe d 
1 By P?r, SRE. P(s—-1r 


est invariant, puisque toutes les opérations du AE donné sont 
permu tables. Donc, si l’ordre d’un groupe cyclique n’est pas pre- 
mier, le groupe est composé. 


Il. Le groupe diédrique d'ordre r — 27» admet comme sous- 
groupe. invariant le groupe cyclique des m rotations (y compris 
la rotation nulle) autour de l’axe du dièdre. 

En effet, toute autre rotation du groupe échange entre eux les. 
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pôles de ce sous-groupe et par suite transforme le sous-groupe en 


lui-même. 


IL. Le groupe tétraédrique admet comme sous-groupe invariant 
le groupe trirectangle formé de la rotation nulle et des rotations 
d'amplitude autour des trois méridiens, deux à deux rectangulaires. 

En effet, toute autre rotation du groupe échange entre elles les 
trois médianes et, par suite, également les trois rotations d’ampli- 
tude n. 


IV. Le groupe octaédrique, nous l’avons vu, laisse inaltéré un 
certain cube dont les sommets non consécutifs appartiennent à un 
tétraèdre régulier et les quatre autres au tétraèdre conjugué. 

Toute rotation du groupe ne peut évidemment produire que l’un 
des deux effets suivants : ou bien laisser inaltéré chacun des deux 
tétraèdres, ou bien les échanger entre eux. 

On peut établir que, sur les 24 rotations du groupe, 12 d’entre 
elles donnent lieu au premier effet et les 12 autres au second. 

Soient P,, P,, ..., P,;les rotations d’une de ces deux catégories 
et Q une rotation échangeant les deux tétraèdres. Les opéra- 
uons P,Q,P:Q,...,P,Q seront toutes distinctes etappartiendront 
à l’autre catégorie. Donc, le nombre d'éléments appartenant à 
l’une quelconque des deux catégories ne peut être inférieur au 
nombre des éléments de l’autre; en d’autres termes, les deux caté- 
gories renferment le même nombre d'éléments. 

Les 12 rotations qui laissent inaltéré chacun des deux tétraèdres 
constituent un sous-vroupe tétraédrique F. Je dis que ce sous- 
groupe est invariant. En effet, soient P une rotation de F et Q une 
rotation quelconque du groupe octaédrique n’appartenant pas à T'; 
la rotation Q='PQ laisse évidemment invariables les deux té- 
traèdres; donc elle appartient à F et l’on peut écrire 


QrQ=T. 


On peut aussi observer que le groupe trirectangle est un sous- 
groupe invariant du groupe octaédrique. En effet, toute rotation 
du groupe octaédrique laisse inaltérés les deux tétraèdres ou les 
échange entre eux, et, comme ces tétraèdres ont les médianes 
communes, toute rotation du groupe trirectangle échange entre 
elles ces médianes, d’où la conclusion annoncée. 
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V. Le groupe icosaédrique ne contient aucun sous-groupe inva- 
riant et par conséquent est un groupe simple. 

Voici comment on peut le démontrer. 

Le groupe icosaédrique G renferme, outre l'identité, 15 rota- 
tions d'ordre 2, 20 d'ordre 3, 24 d'ordre 5. Les pôles des rota- 
Lions æppartenant à chacune de ces trois espèces sont équiva- 
lents (n° 52), de sorte que les rotations d’une quelconque des 
trois espèces, ou bien sont les puissances d’une certaine rotation 
de la même espèce, ou bien s’obtiennent en transformant de telles 
puissances par des opérations convenables du groupe. Admettons 
qu'il existe un sous-groupe invariant F. Si F contient une rotation 
d’une certaine espèce, 1l contiendra toutes les rotations de la même 
espèce. Donc l’ordre de F sera représenté par un nombre de la 


forme 
Mm=1+19a +208 + 24, 


4, $,y ne pouvant prendre que les valeurs 0, 1; de plus, » doit 
être un diviseur de 60. 
Nous laissons de côté les solutions 


qui correspondent respectivement à 
TE Cu TE 


Si y = 1,alors m7 925 et par suite nécessairement m = 30, d'où 


la relation 


me 


194 + 208 — 30 —1 — 24 — 5, 


à laquelle il est impossible de sausfaire. 





Soit donc y — 0, d’où 


m=I1+15a +208. 


On voit que »m ne peut être multiple de 5, et comme le plus 
grand diviseur de 60, qui ne soit pas multiple de 5, est 12, on 
aurait << 12, Ce qui est impossible si & et 5 ne sont pas nuls en 
même temps. 

Donc le groupe icosaédrique ne contient aucun sous-groupe 
invariant. 
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uw 


55. Abordons maintenant la question de l’amplification des 
groupes considérés. 

Prenons un polyèdre sphérique quelconque et considérons l’une 
quelconque de ses arêtes; le polyèdre est évidemment symétrique 
par rapport au grand cercle y, contenant cette arête. Soient R 
la réflexion par rapport au cercle y, et P une rotation quelçonque 
du groupe G correspondant ‘au polyèdre. Si (n° 41, 47) les pôles 
de P sont situés au milieu des arêtes, au centre des faces ou aux 
sommets du polyèdre, il en sera de même pour les pôles de 
P'— RPR; les rotations P, P' auront la même amplitude et seront 
de sens contraires (4 et f étant conjugués ). 

Il résulte de là que P' appartient au groupe G et que G est per- 
mutable avec la réflexion R. 

Outre les cercles contenant les arêtes, le polyèdre peut avoir 
d’autres cercles de symétrie; par exemple, les cercles contenant 
les bissectrices des différentes faces (!), au sujet desquels on peut 
répéter tout ce qui vient d’être dit. 


Donc : 


Un groupe polyédrique est permutable avec toutes les ré- 
Jlexions, admettant pour cercles de symétrie les cercles du 
polyèdre correspondant. 


D'où (n° 45) la conséquence suivante : 


Un groupe polyédrique peut être amplifié par une réflexion 
relative à un quelconque des cercles de symétrie du polyèdre 
correspondant. 


Nous verrons un peu plus loin que, quelle que soit la réflexion 
choisie, le groupe amplifié ainsi obtenu est toujours le même. 


06. Etant donné un polyèdre sphérique, imaginons qu’on ait 
tracé tous ses cercles de symétrie. Ceux-ci contenant les médianes 
des différentes faces divisent chacune des faces en 2 f triangles, 


9 


alternativement égaux et symétriques (2), f étant le nombre des 


(') Ces cercles sont distincts des précédents dans le dièdre et dans l’octaèdre; 
ils se confondent avec les précédents dans le tétraèdre et l’icosaëdre. 

(?) Dans les cas du dièdre et du tétraèdre les triangles, étant isoscèles, sont en 
même temps égaux et symétriques. 


x = 
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côtés de chaque face. On partage ainsi la surface sphérique en un 
réseau de triangles; quatre d’entre eux s'appuient sur chaque 

. : as RUE RES : 
arête, et, comme il ya (n° 51) — arêtes, ces triangles sont au nombre 
x : 
der. Donc : 
Les cercles de symétrie d’un polyèdre divisent la sphère en 
2n triangles alternativement égaux el symétriques, n dést- 
gnant l’ordre du groupe polyédrique correspondant. 


e 
iL 


rn EE 5 » i . À . É à NOTE FE 
Tous ces triangles ont les mêmes angles égaux à —; —; —. 
(s 53 * V4 Vo V3 


En ellet, les trois sommets de chacun d’eux coïncident respec- 
uvement avec le milieu d’une arète, le centre d’une face et un des 


Fig.n3. 


+ 


sommets du polyèdre. Or, au premier de ces sommets correspond 


évidemment un angle droil; et comme on a Loujours y, = 2, l’am- 


. , TT 
plitude de l'angle est 7 
V1 


: 2T T si 
Au second sommet, l’angle est SF ou re or, pour le dièdre 


2 


f = m= Y,etpour les autres polyèdres f = 3 — v;; l'amplitude de 





4 


de 


l’angle est donc 


ÿ: 


2 


L 


; LEA ; 2T Me =: 
Enfin, au troisième sommet l’angle est — ou =, 4 désignant 
2 +4 ; 


(n° 52) le nombre des arêtes aboutssant à chaque sommet. Or, 





pour le dièdre g = 2 = 3, pour les autres polyèdres 4 — v;, done 


l'amplitude de l'angle est — (1). 
M 





(:) La formule connue de l'aire d’un triangle sphérique nous donne une vérili- 


V. 5 
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57. Toute rotation de la sphère qui laisse le polyèdre inaltéré 
fait coïncider un des 2 triangles du réseau avec un autre triangle 
égal. Mais, à l'exception de la rotation nulle, aucune rotation 
n’amène un triangle à coïncider avec lui-même ; donc, étant donnés 
deux triangles égaux, il existe au plus une rotation du groupe qui 
amène l’un d’eux en coïncidence avec l’autre. Cette rotation existe 
effectivement, car, si pour un certain couple de triangles elle n’exis- 
tait pas, le nombre des rotalions du groupe serait inférieur à celui 
des triangles égaux, tandis qu’en réalité ces deux nombres sont les 
mêmes. 

Donc : 


Etant donnés deux triangles égaux du réseau, il existe une 
rotation du groupe et une seule qui amène l’un d’eux en coïn- 
cidence avec l’autre. 


Pour plus de clarté, Imaginons qu’on couvre de hachures les 
n triangles égaux de l’un des systèmes et qu’on laisse en blanc les 
n triangles de l’autre système. 

Prenons arbitrairement l’un des triangles blancs comme premier 
triangle et faisons-lui correspondre la rotation nulle. Faisons cor- 
respondre à chaque triangle blanc la rotation qui amène ensuite le 
premier triangle blanc en coïncidence avec lui; nous aurons par là 
même établi une correspondance biunivoque entre les 7 triangles 
blancs et les 2 rotations du groupe. 

Maintenant, quel est le rôle des triangles ombrés dans ce mode 
de représentalion ? 

Une réflexion par rapport à l’un quelconque des cercles du ré- 
seau fait coïncider la figure avec elle-même, mais transforme chaque 
triangle blanc en un triangle ombré, et réciproquement. 





cation du résultat obtenu. L’aire d’un triangle du réseau et son excès sphérique 
ont respectivement pour valeurs 





ét 


En égalant ces deux expressions, on obtient la formule Go) (ne 
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Le même fait se produit pour une rotation, suivie d’une réflexion, 
et 1l est facile de voir que, si l’on fixe arbitrairement un triangle 
blanc et un triangle ombré, il existe une rotation et une seule dont 
le produit par une réflexion déterminée amène le premier triangle 
en coïncidence avec le second. Si donc on choisit arbitrairement 
un triangle blanc et qu'on le considère comme correspondant à 
l'opération identique, on peut établir une correspondance biuni- 
voque entre les 2n triangles du réseau et les 272 opérations du 
groupe amplifié : 1l suffit de faire correspondre à chacun des 
triangles l'opération par laquelle le triangle primitivement choisi 
vient coïncider avec lui. 

On voit bien maintenant que, quelle que soit la réflexion choisie, 
le groupe amplifié est toujours le même. 

Voici à propos du réseau précédent une observation impor- 
tante : étant donné un triangle du réseau, on peut en déduire 
par symétrie le réseau tout entier. Pour cela, on construit d’abord 
les triangles symétriques du premier par rapport à ses trois côtés ; 
on répète ensuite la même opération sur chacun des nouveaux 
triangles obtenus, et ainsi de suite. 


58. S1 simple que soit la représentation sphérique des groupes 
précédents, il est évidemment préférable, pour des raisons d’ordre 
pratique, de lui substituer une représentation plane. On y parvient 
très simplement à l’aide de la projection stéréographique. En vertu 
d’une propriété souvent rappelée, nous obtiendrons des figures 
composées exclusivement de droites ou de cercles, donc d’une 
construction facile, Nous ferons un peu plus loin une étude spé- 
ciale des figures de ce genre; pour l’instant, bornons-nous à ob- 
server qu’elles peuvent être déduites d’un triangle unique au 
moyen d’une symétrie, le mot symétrie ayant la même significa- 
üuon qu'au n° #1. 


Construction des groupes finis de substitutions 
et de leurs groupes amplifiés. 


59. Nous avons vu (n° 49) comment, moyennant une projection 
stéréographique appropriée, 1l est possible de déduire d’une substi- 
tution linéaire elliptique uné rotation de la sphère sur elle-même 
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Réciproquement, étant donné un groupe fini de rotations d’une 
sphère sur elle-même, on en déduit, à l’aide d’une projection 
stéréographique sur le plan de la variable complexe, un groupe 
fini de substitutions. Nous avons montré (n° 40 eL suivants) que 
les groupes polyédriques sont susceptibles de nous fournir, par 


celle voie, tous les groupes finis possibles de substitutions 


linéaires. 

Nous nous proposons maintenant de construire eflectivement 
ces groupes. Et, dans ce but, nous allons résoudre le problème 
suivant : 


Etant donnée une rotation de la sphère sur elle-même, 
trouver la substitution linéaire correspondante. 


60. Etablissons d’abord des relations entre les coordonnées d’un 
point dans un plan et celles de sa projection stéréographique sur 
la sphère. Faisons passer le plan par le centre O de la sphère, 
el prenons ce point O comme origine des coordonnées dans le plan. 
Soient (£,,%) les coordonnées des points de la sphère, les axes £," 


étant confondus avec les axes æ, y du plan. 


n L< « f 
Fig, Œ 





CAN à 


Prenons comme centre de projecuon le point d’intersection V 
de la sphère avec la partie positive de l’axe des €. Soient M(x,7) 
un point du plan; M,(é,n,{) son correspondant sur la sphère : 
R et T les projections orthogonales de M, respectivement sur le 
plan £n et l’axe €; N et S celles de M, R sur l’axe €. Les trois 
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points O, R, M sont évidemment en ligne droite, et l’on a 
= ON, Ha NT Gr OS, TES R, = RM: 
de plus, en supposant la sphère de rayon wa, 


(1) 


SYY 


2+ pr. 
On voit sur la figure que 
L®, 


DRE OS MON TANT 


OM ON NM OMMREON 
DM O RO V0 10 TV = TROT" RME 








d’où 
OS SR 1 — RM, 
ON NM Hs 
c’est-à-dire 
UE 
FLN EE 
ou 
à ë à ’ 
De NES IN nREErTé 


d’où al suit, en tenant compte de (1), 





2 HN ul ER 1+ € 
T°+ V* — ET RE , 
nt), (re 
et enfin 
a: z cn 2V ENTRE ON pret 
A Eter > Nr cal DR du se 
LÉ Ga DES ENI DESERT EE 


Les formules (2) et (3) donnent les relauons cherchées. 

GT. Revenons à la figure 2 (n° 49); prenons C comme ori- 
oine des coordonnées et supposons pour simplifier la sphère de 
rayon 1. 

Posons 

Di 0 CAE CNE 


L'angle PVQ étant droit et le point CGétant situé sur la droite PQ 
entre P et Q, on aura 


d'où 
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Maintenant, des formules 








où & est l’amplitude de la rotation, on tire 


Ant (Og —p}z+pg(i—0) 
(D — Ds 7 eAU PE 





*A D 
ou, en posant 4 — 2 06 FRAC observant que PRE es, o?, 
q i 
I 9 a 
FR EP EEE 
(1) a 
I I I = 
ie (+ a " )< —- un —+- 72° 
TX + sis Ë 
5 I I 
Or, puisque et - d’une part, p et — - d’autre part sont des 
| Ï | ” Part, q | 
| 


couples de quantités conjuguées, 1len est de même des couples 


+ | : ( ) > ( 4 
me - YO e PNG */ nes, 0) RS CEE Te 
l «, | ù « Û À (| b) i 

{ [ a 


Donc, A, B, C, D désignant quatre quantités réelles, on pourra 








poser 

Ye PA D AIS) one D 

I i I à 

Say | 2h VA _ (it = B —1A. 
Ar Rémi) 


La substitution (1) deviendra alors 


ne (D er Ge —-(B = [A ) 


ee (B+iA)z3+D—:C 


et aura pour déterminant 


A = A?+ B1+ C+ D'=(0?2+1)2. 


Pour ramener cette substitution à la forme unitaire, 1l suffit de 
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diviser tous ses coefficients par p?+iet de poser 





I L | 
ET (x+ Lot) — d + ic, 





\ ii 
_ É Le 12°) = ee ie, 
Fe 1 
(2) 
I I I , 
ET Ste) = 0 +ia, 
PÉSEURG $ 





res 15) it er: — Pr Q 
p?+1 é ) FAN 


la substitution devient 


_ (d+ic)z—(b—ia) 
M (b -ia)z de To 


(3) 


son déterminant est égal à 1 et les quantités réelles a, db, c, d 
sont liées par la relation 


(4) a+ b?+ c+ d'=1. 


Prenons les mêmes axes &, n, € que dans le numéro précédent et 
définissons chaque point de la sphère à l’aide de sa longitude 
et de sa latitude, le plan £n étant l'équateur et le plan EC le méri- 
dien origine; choisissons comme sens positifs pour la latitude et 
la longitude ceux qui correspondent à une rotation de = amenant 
le demi-axe positif £ respectivement en coïncidence avec les axes Ü 
etn. 

Il existe une relation simple entre la longueur du rayon OM — ; 


et la latitude MOM, — À de sa projection M, ; on a (voir fig. 4) 
M,OV — + Se À 
2 


et, puisque le triangle M, OV est isoscèle, 
ur 


OVM, Re 
4 2 


et enfin, en tenant compte de ce que OV — 1, 


1 + tang — 


TT À 2 
p=tang(—+-) = ———; 
4 5 À 


1 tance - 
SP 
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d’où 
- À 'REN 
tang — — , 
en) DIEU 


el, par suite, 


+ 2p 
(5) sin À — a ” COSÀ = —— 
p?+1 p?+i 








Donc, si l’on donne à 5 la même signification qu’au commence- 
ment de ce paragraphe, les relations (5) déterminent la latitude 
du point M,. Nous désignerons sa longitude par u. 

Les formules (2) vont nous permettre de résoudre maintenant 
le problème que nous nous sommes proposé au n° 59. 

Une rotation est définie si l’on connaît, outre son ampli- 
tude 4 = 26, la latitude À et la longitude w d’un de ses pôles. Or, 
des relations (2) on déduit, en tenant compte de (5), 


1 ll : 

= Lf; —- ) — —(eib+ ei) — cos, 
al 
2 À 











2 
i 
/ Pr ARS 23 IE if 
AC LM EEE Qui DAT nn te 1567 (2 PLUS in À si Q 
Ce = 19 (1 p*) = - - . = — Sin À sin ÿ, 
dep) T4 Gr Pr at 
I I l I 2 , : 
D = ———— |; - — +p|= —— (ei e-iÿ)s(e-iv ee) 
2(07e+ 1) NO SCD + AL) 
20 elb—e-iB eil— e—it T'AS 
ntm er LE - - COS ASINS SIN 
pu 21 De 
I e I \ — I FE ; , ; 
ae (+ a (L—p) = = (ei8— 6 1B)p (ei + ei) 
2(P?HE 1) Fe q $ 20241). 





—\9p ep e-tpieit ein 2 
+ © ———— — — cos} sinf cosy. 


rl 21 ?1 


Q 
Û 


Les formules 


a = — cos À sinf cos pu, 
6 b—— cosÀsinf sin, 
ee | c ——sinÀsinf, 

Md = cosé 


donnent la substitution (3) correspondant à une rotation donnée. 


62. Appliquons ces résultats aux groupes finis de rotations. 


y . . | 
Groupes cycliques. — Soit un groupe cyclique d'ordre », ayant 
pour pôles les points (0,0, +1). 
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+ à T NES A 
LOUN = sr pe est indéterminé; de plus, 





1 2kT kr: 
GB = — = — EE EN ER PRE ES DE 
| AND n 
1 
d’où 

us £T 

@ = 0 —0, C —= Sin — d= (Os — 
n n 


el, par suite, 








Æ: "AA 
COS — L SIN — Z 
s n n 
& — 9 
kr . LAS 
cos — L SIN —— 
/ / 
ou plus simplement 
2K Ti 
tree UE UASO 040 PETER 





Groupes diédriques.— Supposons que le polygone constituant 
le dièdre soit situé dans le plan £ et que l’un de ses sommets 
coïncide avec le point (1,0, 0). Le groupe comprend alors un 
sous-groupe cyclique d'ordre m1, ayant pour pôles les points 
(0,0, +1)et m rotauons d'amplitude + autour de » droites for- 
mant entre elles des angles égaux, dont l’une coïncide avec l’axe 
des &, et qui ne sont autres que les » axes de’symétrie du poly- 
gone. 


Les m premières rotations correspondent aux substitutions 


2K T1 


CPE D'UN (= 0, SE): 


à TC KT 
À=0 D = —) NN FR D le D UNIT — 1): 
2 Ë 7 \ ni ( RD CE ) 
5) x 
d’où 
/e- ce Ar 
(L— COS 7 b = Sin = CE = 0, d= 0 
m 
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ou plus sim plement 





gi — (KO 2 


Les substitutions du groupe diédrique sont donc données par 


les formules 
2k TE 
24 T1 m1 


(1) Bi CNE, 3'= — AO ER 1). 


2 





En particulier, les substitutions du groupe trirectangle (n° 53) 


sont 
I 
(2) D'eS, Z = — 3, PRET 4= 2 1 


2 Ti 
Si T désigne la substitution 3 —e ” z correspondant à la 





. SOUTe = . . I 
rotation — autour de l’axe © et U la substitution z'— -; corres- 


pondant à la rotation + autour de l’axe £, toutes les substitutions 
du groupe seront données par 


[4 


T", T£U CR = 0, 1, 2, es MEL 


63. Groupe tétraédrique. — Disposons le tétraèdre de facon 
que les trois médianes coïncident avec les trois axes de coordon- 
nées. Pour cela, imaginons qu’on inscrive dans la sphère un cube 
dont les faces soient parallèles aux plans de coordonnées; soient 
À, B, C, D quatre sommets du cube qui ne soient pas contigus 
deux à deux; A, B', C, D'les sommets qui leur sont respective- 
ment opposés. Les deux tétraèdres ABCD, A’B'C'D' sont réguliers, 
ont pour médianes communes les trois axes des coordonnées et 
sont conjugués l’un de l’autre. | 

Le groupe tétraédrique, nous l’avons vu (n° 54), comprend un 
sous-groupe trirectangle que nous représenterons par 


(1) 1, CT, CURE . 


T et U étant deux rotations (!) d'amplitude + autour des axes € 





(") Pour plus de simplicité, nous employons toujours la même notation pour 
une rotation et la substitution correspondante. 
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le , , ? » 

el6, et TÜ étant par conséquent une rotation d'amplitude + autour 

de l'axe n. L'effet de ces rotations sur l’échange des sommets peut 


être indiqué de la facon suivante : 


Nb CMD AIDE CT) 
T — , U — . } 
DEC TETE D LV ec 


| A BUCND 
TU 
de D' A s) 


(2) 


FRONT 





27 À 
j ayant pour pôles À et A’, 


AU AS D EC 
S — ; 
CURE à 


dv; f'ANBANCREC 
AU 
‘ 


est une rotation d'amplitude ni avec les mêmes pôles. 





son carré 


r, ; : 27 ANT: ) 
Etant donnée une rotation 7 Où + autour d’un autre sommet, 


nous allons montrer qu'elle s’obtient en multipliant S ou S? par 
une des trois rotations (2). 
Soit en effet X cette rotation, 


ÉD AO 
X — : 
EMRRE A 


76 PREMIÈRE PARTIE. — GROUPES POLYÉDRIQUES ET MODULAIRES. 


E, , E2, E3 désignant les sommets B, GC, D pris dans un ordre quel- 
conque. Posons 


On a 


: : : ; ANUS 
mais Ÿ est l’une des rotations (2) et ( 


ARRETE 
soit S, soit S?, d’où la proposition annoncée. 


) représente 


On peut donc ranger les rotations du groupe tétraédrique dans 
le Tableau suivant : 
| l T U LU; 
(3) MR TUESU Te 
S2U S2TU. 


Reste à trouver l'expression analytique des substitutions corres- 
pondantes. 
Les substitutions (1) ont déjà été construites [n° 62, formules (2), 


page 54 |. Déterminons la substitution S. 


_: les 
3 





Les coordonnées du point À sont égales toutes trois à 


formules bien connues 


> 
: : A 
tang À = , Llangu—= >= 
VE Tan F 
nous donnent 
I 
tangÀ = —, tangu — 1; 


par conséquent 


V2 


2" I 2 : 
SIN À = —») COSA = —» SIN [4 = COS 1H — 


V3 VE V? 


CLCOMIMeN 
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D'autre part (n° 61) | formules (6)], 


Ï 
a—=b—c——-, d = —, 
2) 5 


en sorte que lexpression de S est 











LEURS M Tr de 
A 2 È ? 
D 2 
nl 0 ET 
3 + 
) a 
ou, remarquant que 
1—t——1(1+0), 
y. L3-FÙ 
doi 


n tenant compte de ce résultat, des formules (2) (n° 62) et des 
formules de multiplication (n° 20), on obtient les expressions de 


toutes les substitutions du groupe 


T0 — 1" 0 
CRE, 
O I \ © I 
OR O I 
U= { } TU = ( h 
10 — I 0 
UNIES pe Her PT 
S= ( h _sr=( } 
L —1. —T 1, 
, L —1 , CS 00 
SU (; | } STU il «) 
a A ’ l 
I t Il Ex 
s(') 2) 
Nr — 7 A TON: 
Pt L EL PT à 
SU = ( k h S:TU = ( ) 
I t un: L 


Ces substututions peuvent encore être mises sous la forme 


suivante, plus concise : 





, \ = NE _ 
(4) lo À SEE 


où 0, « représentent les valeurs Æ 1. 

Il n’est pas inutile, pour la suite, d’avoir les expressions de ces 
substitutions pour d’autres dispositions de tétraèdre; par exemple 
lorsqu'on l’a fait tourner de 45° autour de l’axe €, à partir de la 


premiére position, «. 
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Soient x, y; x’, y! les coordonnées des nouvelles positions d’un 
point et de son transformé. On à 

















px Sy) HSE, 
2 V2 
= (x y) J=(x+y) 
» V2 
et, si l’on pôse 
x y 2, x'+iy 2} 
on obtient 
(5) MANE te Aile 
| VER Ve 
soit pour abréger 
DES er 1— T bre 
V2 re V2 x P 9 
la substitution 
et xz+ 86 
NT EEE 
devient 
LISE X02Z + 
Fee Y0Z + Ô 
ou 


JR az + 2’ 


l n ? 
92 + 0 


en sorte que, dans la nouvelle disposition du polyèdre, la subsu- 


Of 4 460" 
tution . | prend la forme . Jet, en tenant compte des 
ae ve à 
relations 
pr=—p?=i, OO: =; DER 


ou pour les substitutions rangées dans le Tableau suivant, 


I O 12. O0 
bi MONDE 


) STU= 


Il 


un 
es 
] 
RS SR RS ST RS 
> | Û 
me) 
o. 
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On peut, en donnant à 0, s la même signification que plus haut, 
écrire ce Tableau sous la forme plus concise 


a n f OL 
Z'=0LZ ORIz = —, 
Z 
NE 1 4 y gs E0Z+I 
AO REe e. D 0. 
De £9 Z — E0 
34. Groupe octaédrique. — Supposons l’octaèdre disposé de 
ô q PP 


facon que ses diagonales soient dirigées suivant les axes de coor- 
données; ce sera le polyèdre conjugué du cube précédent; les rota- 
ions qui le laissent invariable sont celles qui laissent invariable le 
tétraèdre ABCD ou qui le changent en son tétraèdre conjugué 
A'B'CD' (cf. n° 54). Les premières sont les rotations (3) du para- 
graphe précédent; les secondes s’obtiennent en multipliant les pré- 
cédentes par une des rotations qui échangent les deux tétraèdres : 


Lun 


telle serait la rotation —'autour de l'axe €, rotation que nous dési- 


2 


gnerons par V. 
On a donc, pour les rotations du groupe octaédrique, le Tableau 
i T U TEE 
RE SU S EUR 
SO UT. SU VSYIIR 
V TV UV TUV, 
SR ST SUV DU 
S2V S2TV SUV S?TUV, 
et, Comme . 


De V2, ATOUT 


on peut encore les ranger dans le Tableau 
HOUSL: se CORRE U, 
VUS V, SV: CUVSRS UNSS UN 
V2 SV2z S2V?2 UV? SUV? S2UV?, 
Vs SV3 S2V5 UV3 SUV3 S'UVi. 


Les substitutions correspondantes s’obtiennent en ajoutant, à 
celles du paragraphe précédent, leur produit par V, 


(V) | sis: 


80 


on obtient ainsi (!) 


ST © £ rs LU 
= ( }: 1 } 
Où TINEeN S 
AY ON EENT 
u=(? ")e su = ( : }: 
1 O t L 
) I JAN 
Ur, Fe dE sv= ( h 
SOU ane PT: 
D ICT PAREIL ds Et 
EL His = h 
0 e4 l 
— 1 
NAEENT = 
O 
L 
SNA EST == 


S?2 NE — S?2 fi 
UV:= TU 


SUV S TU 


S2UV2=S2TUÛU 
Ve TN 
SVP TON 
SEA OH 
UVE=STEON 


DUV3= STUY 


Il 
lee 


de 


[ 


fl 
| 


| 
_ 


I 
LE 


Ï 


PR AS 7 2 UNE no D dl Te 
es À 


a TS 


I Î 
F2 


= 
2 


Î 


= 


Î 


se 
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1 I L 
= ( ) 
107 
L'UVEST 
SU + { : h 
I L 
LE ER 
sv = ( ) 
Vo T 
ARR 
SUV = ( ‘) 
Fur 
O 
h 
1 
; 
} 
1 
"À 
) 


(‘) Entre U et V existent quelques relations simples. U, UV étant d’ordre 2 et 


V d'ordre 4, on a 


et OVUV=S Vr, 
d'où 
| UVU = v' 
et, par suile, 
VU UE 
Il en résulte 
VIU = VON = UNE TE 


VU = VUE 


| 


EVTÆIUT. 
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Plus simplement, les substütutions du groupe peuvent être 
représentées par les formules (4) (n°63), où : prend les valeurs Æ7, 
et à les valeurs Æ 1, + 4. 

On obuent un Tableau encore plus simple, en écrivant 


! 
, NS NE 


IN + a 
& — OZ, POS } C0 





= u 2 


Æ © 


où 0, € peuvent prendre les valeurs Æ 1, Æ à; on peut encore écrire 





10 me A 
. 1 L . CCE TE L 1 
HENALE Ep, 3 Tr DA CRE 0) 1,3, ). 
65. Groupe icosaédrique. — Pour plus de clarté, figurons une 


projection de l’icosaèdre, les sommets étant numérotés de 1 à 12. 


D 
0 





Appelons / le côté, L la hauteur d’une face de l’icosaèdre sphérique. 
L’une des hauteurs partage la face en deux triangles rectangles 


, 4 A , 7 s [ 
égaux, ayant pour hypoténuse let pour côtés de l’angle droit , -; 
en sorte qu’on a, d'après une formule connue de trigonométrie 
sphérique, 
l 
cos { = cos —cosh. 
> 


D'autre part, le demi-grand cercle passant par les sommets 1, 2, 


\ 6 
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A 4 - 1 A 
12 se compose d’un côté et de deux hauteurs, d’où 


JEDihEE TR 


ou bien 
l 
» 


Î 
SL À 
| 


La formule précédente devient alors 


MED Der À k à 
cos{ = cos —sin — — -sin/ 
2 2 D) 
ou 
tang/{ =; 
d’où l’on déduit 


2. 


Sin / — ; Cosl'— 


5 


I 
V5 
Il convient, pour la suite, de connaître les lignes trigono- 
A 2 l ra 
métriques de l'arc =: Posons Vo 7; cnaur 
— LI 


AL A l Poil 
SITE , COS , 
2 27 2 27 


Pour l'instant montrons que l'expression trouvée pour tang/ 








permet de donner facilement une représentation de l’icosaèdre par 
la méthode de Moxce. 

Disposons l'icosaèdre de façon que la diagonale (1 — 12) 
coïncide avec l’axe € et le plan (1.2.12) avec le plan &C. Sur la 
figure, les lettres etles chiffres sont affectés d’un ou de deux accents 
suivant qu'il s’agit de projections horizontales ou de projec- 
uons verticales. Prenons sur la tangente en 1" au contour apparent 
de la sphère une longueur 1”A égale au diamètre; la droite OA, 
joignant À à la projection O” du centre, rencontrera le contour 
apparent au point 2”. Soit 2° l’autre projection du sommet 2; on 


inscrira dans le cercle de centre O’ passant par 2! 


un pentagone 
régulier, ayant pour sommets 2/, 3/, 4!, 5/, 6". 

Les points confondus 3” et6” de même que 4”, 5” sont situés sur 
la parallèle à la ligne de terre menée par 2”. Les points 7/, 8, 9/, 
10", it” sont diamétralement opposés sur le cercle O' respecti- 
vement à 2", 3", 4’, 5", 6". Les projections verticales correspondantes 


se trouvent sur une parallèle à la ligne de terre symétrique de la 
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précédente par rapport à O”". Comme vérification, on peut observer 
que, le point 2 étant dans le plan £$, les sommets adjacents 1,3, 10, 
9, 6 se trouvent dans un plan perpendiculaire au précédent et que 





par conséquent leurs projections verticales sont en ligne droite; on 


peut en dire autant des points 4, 5, 8, 12, 11. 


66. Il convient 1c1 de faire une remarque, qui nous sera utile 


dans un instant. 
ant données deux rotations P,, P, d’amplitudes &,, #, autour 
Etant d d tations P,, P; d'amplitudes «,, # aut 


des axes /,, L, on a identiquement 


P;,P2 = PSeRs: RE 


Or (n° 31) PS" P, P, est une rotation d'angle &, autour de l’axe /, 
transformé de /, par la rotation P;. Donc, pour obtenir la rota- 
üon P,P;, on peut, soit effectuer successivement les rotations P, 
et P,, soit effectuer d’abord P:, puis une rotation P' de même 
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angle 4, que P, autour de Paxe /. transformé de {, par la rotation P,. 
Cela posé, nous allons établir que toutes les rotations du groupe 

icosaédrique peuvent être composées à l’aide des trois rotations 


suivantes : 





* Une rotation S d’ amplitude - “7 autour de la diagonale (1.12); 


3 


2° Une rotation T d'amplitude + autour de la droite joignant les 
milieux des arêtes (1.2), (5.12); 

Une rotation U Lenpis 7 autour de la droite joignant les 
RÉEL des arêtes (6.8),(3.11). 

Soit à effectuer la rotation qui amène l’arête 1.2 en coïncidence 
avec une autre arête quelconque uv. Nous distinguerons trois cas : 

a. uw estle sommet 1; alors la rotation considérée est S ou une 
de ses puissances. 

b. est un des sommets 2, 5, 4, 5,6. Pour amener le sommet : 
en y, on effectuera d’abord la rotation T amenant 1 en 2, puis, si pr 
est dillér ent de 2, la rotation S#7? qui amène 1 en u (!). 

Si, après ces deux opérations, 2 ne coïncide pas avec y, on 
pourra obtenir ce résultat au moyen d’une rotation autour de w, 


. . DE 
ayant pour amplitude un multiple de —: Posons 
‘ J 
NI=TSUE; 


M est (n° 31) la transformée par N d’une rotation d’ang 
] D 


l'un des pôles est 1, c’est-à-dire d’une rotation S?, 


le égal, dont 


À étant l’un 


ait au 





des‘nombres10,.1,.2, 3; 4 (lbypotosn— 





cas où y coïnciderait déjà avec 2). Donc, en tenant compte d’une 
remarque faite un peu plus haut, 


NM — SAN — SiTSu-2 


La rotation considérée est donc composée à l’aide des rotations S 
et T'et de la façon indiquée par cette dernière formule. 


est un des six autres sommets. Si l’arête uy par l'effet de la 


rotalion U se transforme en n'y, ' sera un des sommets 1,2, 3, 4, 





(°) Ine faut pas oublier que les axes de rotation doivent être considérés comme 
fixes dans l’espace. Pour bien faire comprendre ce qui précède, imaginons un 
icosaèdre fixe et un autre mobile, coïncidant primitivement avec le premier. Lors- 
qu'on dit qu’une rotation amène l’arête a8 sur l’arête y3, il faut entendre par là 
que cette rotation appliquée à l’icosaèdre mobile amène l’arête 48 de ce dernier à 
coïncider avec l’arête yà de l’icosaëdre fixe. 
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», 6 et l’on pourra faire coïncider 1.2 avec y à l’aide d’une 
transformation du type S# ou S*TSf. Il en résulte qu'on fera 
coïncider 1.2 avec uv à l’aide d’une transformation de lun des 
déuxtypes SU SAT SEUr 
En résumé : Toutes les rotations du groupe icosaédrique 
s'expriment à l’aide des trois rotations S, T,UÙ et appartiennent 
aux quatre {ypes suivants : 


S\, SETSE, SAU, SATSAU (4,4 —o, 1, 2, 3, 4). 


On vérifie de suite que les rotations correspondantes sont au 
nombre de 60; c’est précisément le nombre des rotations du groupe 
icosaédrique. 

À joutons que Ü peut s'exprimer à l’aide de S et T. 

En eflet, d’après ce qui précède, S'TS3# amène le sommet 1 en 5. 
Pour voir ce que devient en même temps le sommet 2, observons 


que MI Menantenee en 2 109 amenc 12H HIMRELITU UNE 


Le 


multiplication à gauche par S2 équivaut à une rotation = autour 
9 





dis brimel 5 Mrotation qui amène 9.1 én0 Donc ous" 
AH né 2 CH) Te 
D'autre part, TS?T, étant la transformée de S? par T, représente 


Â T x - 2 
une rotation _ autour del'axe 2.7, etaméneparsuile 9." en 12.7. 


Donc la rotation S2TS3T S?2T amène 1.2 en ton C’est là pré- 
cisément l'effet de la rotation U, d’où 


5 PSLSSTEAU 


67. Les rotations 1, T, U, TU forment un groupe trirectangle, qui 
est un sous-groupe du groupe tétraédrique; les axes des trois rota- 
uons T, U, TU sont trois médianes, orthogonales deux à deux (1). 

Il est évident, par raison de symétrie, qu'il existe cinq systèmes 
orthogonaux de ce genre, qu’on déduit de l’un quelconque d’entre 


Q La « s MT 
eux en le faisant tourner autour de l'axe Ÿ de l'angle — et de 
D 


/ 
adoptant pour ces médianes la mème notation que dans le texte, on voit que les 


médianes (1.2 — 7.12), (4.5—9.10) sont situées dans le plan £f ; que leurs projec- 
tions sont 3.11", 4".10”; que ces projections sont perpendiculaires comme diago- 
nales d’un losange. De plus, la médiane (3.11 —6.8) a mème direction que 
l'axe n et est, par conséquent, perpendiculaire aux deux autres. 


(!) Il est facile du reste de trouver directement ces médianes sur la figure 5. En 
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ses multiples. Les quinze médianes de l’icosaèdre se partagent en 
cinq systèmes de trois droites orthogonales disposées symétrique- 
ment autour d’une diagonale quelconque. 

Désignons par ki, ko, Ka, k,, k; Ces cinq systèmes de médianes. 
Toute rotation du groupe icosaédrique laisse chaque système inva- 
riable ou le change en un autre, en sorte qu'aux soixante rotations 
du groupe correspondent soixante permutations des cinq systèmes. 

Montrons que ces permutations sont l’ensemble des permuta- 
tions paires de cinq éléments. 

Désignons en général par (45 — 5) la médiane passant par les 
milieux des arêtes 28 et 70. Nous aurons 


Li Go (S11226:8); (4.5 — 9.10), 
Ko — (1.3 — 8.12), (A 70 OS (5.6 — 10.11), 
K3= (1.1 — 9.12), (9.015407 (62— 11.7), 
Ki = (110 M0 12); (6.9 — 4.711), (2.3 — 7.8), 
Ks = (1,600 (2.10 — 5.7), 13.4 = 820) 


L'effet des rotations S, T, U sur les sommets et sur les médianes 
est résumé dans le Tableau suivant : 
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On voit donc bien que les permutations subies par les #, quand 
on applique les rotations S, T, U, sont paires. On peut en dire 
autant de la permutation correspondant à chaque rotation du 
groupe icosaédrique, puisque toutes ces rotations s'expriment par 
des produits de S, T, U; et puisque à des rotations différentes 
correspondent des permutations différentes (!) et que les rotations 
du groupe icosaédrique sont précisément en nombre égal à celui 
des permutations paires de cinq éléments, notre proposition est 
démontrée. 

Voyons combien il y a de rotations du groupe icosaédrique, 
changeant en lui-même un système donné, £, par exemple. Les 
intersections de la sphère avec les trois médianes du système k, 
sont les sommets d’un octaèdre régulier ,, et, si , reste 
inaltéré par une rotation de la sphère, il en est de même de 
l’octaèdre : cette rotation apparüent donc au groupe octaédrique 
correspondant. Ët comme de telles rotations forment évidemment 
un groupe (qui est un sous-groupe du groupe icosaédrique), ce 
groupe coïncide soit avec le groupe de l'octaèdre L,, soit avec un 
de ses sous-groupes. Déterminons l’ordre de ce groupe. 

Un des sommets de À, peut être amené à coïncider soit avec 
lui-même, soit avec un des cinq autres, et, dans ces conditions, 
l’arête (de l’icosaèdre sphérique), dont il est le milieu, peut coïn- 
cider avec l’arête ayant pour milieu l’autre sommet, et cela de deux 
facons différentes. Chaque coïncidence peut être réalisée avec une 
seule rotation du groupe icosaédrique (n° 1). Il suit de là que 
le sous-groupe considéré comprend douze rotations. Mais le seul 
sous-groupe d'ordre 12 d’un groupe octaédrique est un groupe 
tétraédrique (n° 54); donc, l’ensemble des rotations du groupe 
tcosaédrique, qui laissent invartable un système de trois mé- 
dianes orthogonales, constitue un groupe tétraédrique. 

Soient li, lo, Ps, l;, l, les sous-groupes tétraédriques lais- 
sant respectivement invariables les systèmes #1, Ko, A, ki, 3. 
Les pôles des rotations de T:, F3, F;, l; s’obtiennent en 
appliquant aux pôles de T, les rotations S, S?, S3, S'; d’où 1l 


(1) S'il en était autrement, il existerait une rotation non nulle laissant inal- 
térés tous les systèmes de trois médianes, ce qui est impossible comme il est facile 
de s’en rendre compte. 
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suit (n° 31) 


[AE A SSL Fr, vh l'; === Se Fr, S?, 1e — Se T4 S3, l'; = SreT, LE 


68. Établissons maintenant l'expression analytique des substi- 
tutions correspondant aux rotations S, F, U. 
L'expression de S est (n° 62) 
2 À 
5 


3 — € Z. 


U est la même rotation que celle qu'on avait désignée (n° 63 
et 64) par TÜ ; elle a pour expression 


_ — ï 
Formons T, on a 101 
rs l T 
À - —-, HI Ge se : 
» 2 - 0) 
d’où 
A in D bo; C = — COS —» dd 0, 


c’est-à-dire (n°65) 











EE PAR 
= (/ + 010; = (es d =0 (r = ÿ5), 


3 
Dire QUE 
en sorte que la substitution cherchée est 


rs VAE 


1 M. Lu 








ou bien 
(TEE 
23—(rThI) 


di 


L'expression de cette substitution se simplifie si Pon y introduit 


le symbole 
2H 1 
= 2T nr 
Eee? = COS— + ISIN — e 
) | 





; | NOT 2T à de - 
Calculons sin — et cos —. Dans le triangle sphérique rectangle 
1) e) 


N SE lc : A9 , AU l 
considéré au commencement du n° 65 l’angle formé par les côtés - 
2 
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4e 


et l'est égal à —, d’où, par une formule connue de trigonométrie 
J - 


sphérique, 

















d’où, en tenant compte de ce que (r +1)? = 6 +: 


MT 1 —1 I] 37 +5 
SIN — — I— — — - a 
5 AUrTEE) 7) FI 


et Ale ral, I 


2 AGEN) 


(Ce) 
1 
LI 

—s 





Van(res) (1). 


he 
Il suit de là 
J NU mer à sa. 
e=rlr—1+iver(r +6) 


et, comme d’après une propriété connue des racines de l'unité 
e ete sont des quantités conjuguées, on a 


l y 
CR gli iver(r +) 
De plus, 
: s , ! L, 
DAT CC Se (rer), 
E2— ei—et— e8—(e+et)(es —-ect) 
— Cr 1)=éyor(r +3 
Ne. > ) 





EU Ver 
— _iyor TE.) 
year 1); 


(') Ces expressions conduisent aux formules 





qui nous serviront dans la suite. 
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d’où 


te à LL 
4 


[tre iVar(r en 


pa 


El 


Posons 


ne 

se —et=-iVen(r pu), 
M 

r—e—e3— -iÿor(r —1); 
2 


setr sont liés par les relations 





OT —=-- 7", g2+ Tr —— 5, (e] 


Les subsututions T et S peuvent s’écrire 


5 GEST 
DU , 
MX (©) 
mL 4 
= — CPP ; 
d’où, pour la substitution S#, 
cz. 


En partant de ces formules, on construit facilement le Tableau 
des substitutions du groupe icosaédrique : 


ch o 
SA — | L 
O Ï 
eh+A eh + O I 
SAT Sk — : SAU — 
che = (5 Mr ch O È 


rc G 
SAT SEU — ( ) (1 


eh+Kko chr 


Il convient, pour la suite, de mettre ces substitutions sous forme 
de substitutions unitaires. Il suffit, pour cela, de diviser les élé- 
ments de chacune d’elles par la racine carrée de son déterminant. 





() Ces substitutions ne sont pas toutes identiques à celles du groupe icosaé- 
drique données par M. Klein. On passe des unes aux autres au moyen du chan- 
gement de variables 
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On obtüent ainsi 


S/ € O 
Gr 
la Ê 
RU 
O aa 
I -(A+R) I -(—2+k) 
— — €? & 
SaTSé= | k 
1 1 2 
1 s(4—R) id ie 
73 JR 
h 
no 
SAU — : 
h 
2 
— €“ Oo 
J 
] (AA) I —-(2+k) 
mi © qe 6 (oy 
SAT SU — : a? | 
Ir_-(2+Kk) I ai h+Kk) 
ne. Ge? % 


69. Nous savons que Îles substütutions du groupe icosaédrique 
sont d'ordres 2, 3, à. Voyons comment on peut reconnaitre 


directement l’ordre d’une substitution de ce groupe. 


Rappelons que, si une substitution est mise sous la forme uni- 


taire (3)(n°61),ona , 
— COS, 


8 désignant la demi-amplitude de la rotation correspondante; de 


plus, d'est la demi-somme des termes extrêmes de la substitution. 


On a donc : 





Pour 5”? 
/ h h } 
CR AE 7 
(1) cos8 = (+ e nr. 
à SAT S4 
HOUSSE 
) ( (A+ A) —}4+# o . h+k 
(7 COs8 — — \e° —€ ” = — — Sin — 
21 ri 5 
7 
pour S#U, 
(+) cosB — 0: 


pour S*T SÆU, 








r ( a, su) 4e ET 4 
2 2 I Gr 
E NE 

27 rt 5 


(4) cos br = 
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On voit, d’après (1), que les substitutions S*(4=1, 2, 5, 4) 
sont d'ordre 5, et d’après (3) que les substitutions 
SAU (h = 04,260) 
sont d'ordre 2. 
Cherchons maintenant quelles sont les substitutions S?TS#, 
d'ordre 2. On doit avoir 


par suite 





d'où 
hEUEEES (mod 5). 


in second lieu, cherchons quelles sont les substituuons S4 TSF, 
d'ordre 3. On doit avoir, soit 








DST 
Pis 2 
SOIL 
27 
(PRE £ 
TEE 
D 
par suile 
l 
COS O— + 
2 
et 
oh EX rt r D —— 
SR = -Vor(r—n, 
: Lo Var(r +1) 





. h+k FANTE 
SONT SIN 
5 HD 
et, par suite, | 
hR+k=T) (mod 5). 


Les substitutions restantes ST S", pour lesquelles on à 
h+k=To (mod 5), 
sont nécessairement d'ordre à. 


Opérons de même pour les substitutions S*T SXU; nous trouvons: 
Pour l’ordre », 





; h—k=0o (mod 5); 
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pour l’ordre 3, 


LUIRENS œ r PR NAT 
Se Pi ne or 1) = + sin — ) 
F 4 / 





4! 27 Var(r—1) 6 
d’où | 
h—k=XE 0 (mod 5 ); 
pour l’ordre 5, 

h—kK=XE1: (mod 5). 
En résumé, le groupe icosaédrique comprend les substitutions 
suivantes (cf. n° 93) : 
La substitution identique ; 
Les substuitutions d'ordre 2 


S2U (NET PE ET A 
SAT SA PRO O1 A2, 0:19 0 En 
SATSAU RE OM OT POS 2 205, MON 


Les substitutions d'ordre 3 


Q9 
= 
_ 

NA 
- 

mn 

eæ 
S 
— 

pi 
” 

(ex 
- 

4 

2 


S2TS# CARE RL MA O0 A 
SHS EURE CREER; 0 NS "NL, 04520; ra 


Les substitutions d'ordre à 


SAT SA QE NI RO AM), 


O0 
US COR TOR UNE Ti 3: 2: 4 O2 210 0, 4: 400.) 


70. Tous les réseaux considérés, ÿ compris le réseau tétraé- 
drique, relatif au polyèdre, pris dans sa seconde position, ont 
pour cercle de symétrie le grand cercle intersection de la sphère 
et du plan 6€. Il suit de là que les groupes correspondants peuvent 
être amplifiés par la réflexion 


Il est inutile d'écrire les opérations de chacun des groupes 
amplifiés : ce sont, outre les opérations des groupes primitifs, celle 


w’on en déduit en y remplacant 3 par 5. 
q À P'ac Ï 


71. Les considérations développées au n° 38 permettent de 
construire immédiatement des groupes homogènes, correspondant 
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aux groupes non homogènes précédents. Bornons-nous à en donner 


la représentation analytique. 


Groupes cycliques : 


AT i __ATi 
Bei ets 2, = EG. ON PE PEL A 0) 
ou encore 
AT AT 
NT ne 112 LA lle ‘# LA LA 
29 — € © 7 — (4 9 
N ; (HERO >, , A —1) 
(fA+n\Ti _(Æ+n)ri 
2 CE ti, ANT CS 
ou plus simplement 
AT é kTi 
mi et Dor 2 Ca: CRE 0 122 7e 
Groupes diédriques. — En opérant comme plus haut, on 
trouve 
AT i __ATi 
II M 7 al = nm = 
4 LE E 2 Ad 5 __" € A3 
1 lo 2 2 | k 
0 2, 2e). 
hni: hTi | ( Xe à ) 
silent, = UOM RE 


Nous aurons, en particulier, pour le groupe trirectangle (m = 2), 


À 


è 


n LC = Cou D — — (+1) z 


— z'i+1 Z9 


à 


/ 3 LÀ æ — EE 1 

MRUUIN TS Bol R 39 es | x 
’ (A —o,1, 2; 5 ). 
L il 


Remplacons, dans les secondes formules, } + 1 par 2; à cause 
de i‘=—=1, quand prend les valeurs 0, 1,2, 3, on peut donner 
à h + 1 au lieu des valeurs 1, 2, 3, 4 les mêmes valeurs o, 1, 2, 3. 
Alors, les substitutions du groupe trirectangle peuvent être mises 


sous la forme plus simple 


th 2, 3 


n 


ALT z 


ù 


V4 
1 
! 
î 
Groupe tétraédrique. — Posons 


ES M à ee À 
; LE 
2) 2 


? OR, Et oen 





[5 A cc 
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on a 

PL Ed 2, = 10: | 

1 15 2 2 
: F REC SS 

3, = 122, 3:=—thz) | D 
3, = Ô(ex 31 — Bz), 3: = Ô(a 3; + EP 22), 
3, = Ô(EBz1 — «2 ), Zn = Ô(B3; +euz:), 
2, = ÔP(EZ, — 22), 3, = da(zi+Eez), 
3 = Ô02(31+€22), 3, = ÔB(—E3 +2). 

Groupe octaédrique. — Pour obtenir les substitutions de ce 


groupe, 1l suffit de multiplier les précédentes par la substitution 


sr = 


ET Méde=s æ 
33 = —— 32. 


Fe 


Groupe icosaédrique. — En tenant compte des égalités 





0 s 
? — (— 1)#e 2 = (— 1)/ eh, 
A 4 / 


Ne At LUS 
2 ! 
s,= ex, z2,= pe": 


me SE É (esta+A oz, ee e2h+3kr z,) 
r 


J 
DER È (e3hH2kT 3, — 


7° 


de 
Ï 
ul 


L (e3(a+%) C3] Lu g2h+3k- 32) 
La | 


Représentation des groupes finis sur le plan. 


72. Occupons-nous maintenant de la représentation plane des 
groupes, représentation dont nous avons dit un mot au n° 98. 

Nous prendrons pour centre de la projection stéréographique le 
point (0,0, — 1), comme plan de projection le plan ên, les axes +, y 
de ce plan coïncidant avec les axes bre 
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Pour les groupes cycliques et diédriques, nous nous bornerons 
Le 
à indiquer les figures : 


Fig. 8. 





Le réseau tétraédrique se compose des six grands cercles conte- 
nant les six arêtes du tétraèdre. Deux d’entre eux, contenant les 
arêtes AD, BC (voir Jig. 5, p. 75), passent par le centre de pro- 
jection et sont inclinés de 45° sur le plan &€ ; ils se projettent sui- 
vant deux droites passant par l’origine et inclinées de 45° sur l’axe 
des æ. Cherchons à obtenir la projection d’un des quatre autres 
cercles, par exemple du cercle contenant l’arête AC. Pour cela, 
représentons ‘au moyen de la méthode de Monge la sphère et le 
tétraèdre inscrit : soient P et Q les intersecuons du plan £€ avec le 
erand cercle passant par les points À et C, et situé dans un plan 
perpendiculaire. Soient L, L,; M,M,; N, N, les intersections de 
la sphère avec les trois axes de coordonnées; menons HN parallèle 
à la ligne de terre. Comme P”Q" fait un angle de 45° avec les axes £ 
eté,ona 


HN'P'= PANNE 
€ 
en sorte que N’P'et N’Q" sont les bissectrices des angles formés 
par les rayons N’'H et N’L". Il suit de là que le faisceau 


N'(QP'LYH) 


est harmonique. Donc, si P, Q, L, (ou 1) sont les projections 
stéréographiques sur le plan de représentation des points désignés 
par les mêmes lettres, les quatre points Q, L,, P, æ forment une 
division harmonique, et par suite L, est le milieu du segment PO. 


Or la projecuon stéréographique du cercle cherché passe par P 
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et Q, et, comme le plan du cercle est perpendiculaire au plan 6, 
le centre de la projection est situé sur le segment PQ; donc, 


Fig. 9. 














ce centre coïncide avec L,. Il est facile de vérifier que le cercle 
passe nécessairement par les points M et M,, et a un rayon égal 
à V2. 

Dans ces conditions, pour tracer la figure cherchée, 1l suffit de 
prendre pour centre des cercles chacun des points de rencontre 
de l’équateur avec les axes et de faire passer le cercle par les deux 
points adjacents. 

Les quatre cercles ainsi tracés et les deux droites précédentes 
partagent le plan en 24 triangles. Nous en couvrirons douze de 
hachures, de façon que deux triangles adjacents quelconques 
soient toujours l’un blanc, l’autre ombré. Choisissons comme 
triangle initial 1 un quelconque des triangles blancs, par exemple 
celui qui a un sommet à l’origine et un autre en A. Du triangle 1 
on déduit le triangle T par une rotation r autour de N, et les 


. . 2 ua 
triangles S, S? par des rotations —; de autour de À. 
w) À 


! 
Ÿ. - 
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De S et S?, on déduit immédiatement les triangles ST, S?T'; et 
enfin par une rotation + autour de l’axe des x, on obtient les 


triangles restants U, TU, SU, SU, STU, S'TU. 





73. Proposons-nous de donner une autre représentation plane des 
mêmes groupes en prenant comme nouveau centre de projecuon 
le centre sphérique de l’une des faces du tétraèdre, par exemple A’. 
Alors À se projette suivant l’origine, etles cercles À B A’B', ACA'C", 
A D A'D' ont pour images trois droites également inclinées, issues 
de A. Les points B, CG, D sontsitués sur ces droites et forment un 
triangle équilatéral de centre À. Ces points une fois marqués, et on 
peut prendre arbitrairement leur distance commune au point A (1), 
on trouve les autres en remarquant que C, D, B’, À', sommets 
d’une même face du cube A B'DC'BD'CA", sont dans un même plan 
et, par suite, situés sur un cercle, et que l’image de B' se trouve à 
l'intersection des images de Cet de D. Le point Best donc l’inter- 
section de CD avec le prolongement de BA. 

On détermine d'une facon analogue les points C’ et D'. Pour 
achever la figure, il reste à tracer les cercles GDC'D', DBD'B, 


(®)1Sivr est le rayon de la sphère,‘on’a AB _ V2. 
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BCB'C'etil est facile de démontrer qu’ils ont pour centres B',C’, D';- 
il suffit d'observer que le triangle BC'D' et les analogues sont 
équilatéraux. 





4 
Tai, 


IT 


74. Dans la figure NQ se trouve déjà dessiné le cube (sphérique) 
AB'DC'BD'CA'; les Cercles de symétrie sont les mêmes que 
ceux de l’octaèdre, ayant pour diagonales les axes de coordonnées. 
Pour avoir le réseau octaédrique, on complétera la figure 10 en y 
introduisant les cercles de symétrie qui y manquent, c’est-à-dire 
les cercles contenant les médianes des différentes faces du cube. 
Ces cercles, qui sont les sections de la sphère par les plans de 
coordonnées, ont pour projections les deux axes et le cercle équa- 
torial. 

Prenons comme triangle initial 1 le triangle ayant deux de ses 
sommets l’un à l’origine, l’autre au point À. Les autres triangles se 
croisant à l’origine auront pour symboles V, V?, V?, tandis que ceux 
qui ont leurs sommets en À auront pour symboles S, S?. Par des 
rotations 20 T, _ autour de l’origine, les triangles S, S? deviennent 
LÉSDECUNOIREN AM ES Ve, SV CLONES NV 2; SE Ve" 

En tournant autour de l’axe des +, on obtient U, SU, SU, et 
l’on en déduit, au moyen de rotations autour de l’origine, les sym- 
boles restants UV, UV?, UV: ; SUV, SUV?, SUV: ; SUV, S'UV:, 
SAUVE: 
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75. Pour avoir la représentation plane du groupe icosaédrique, 
il convient avant tout de déterminer les projections des sommets 
du polyèdre. Reportons-nous aux figures 6 et 7. Le centre de pro- 
jection étant 12 se projette au point à l'infini et le sommet 1 à 





l’origine. La projection du sommet 2 est sur la parie positive de 
l’axe des + à une distance de l’origine égale au segment OH” 
(fig. 5), tandis que la projection du sommet 3 se trouve sur la 
partie négative de l’axe des æ à une distance de l’origine égale 
à O'K' (*). Les projections des autres sommets forment respecti- 
vement avec celles des sommets 2 et 5 deux pentagones réguliers 
ayant l’origine pour centre. Observons que les points 4, 5, 8, 11, 
situés (n° 65) sur un cercle passant par le centre de projection 12, 
doivent avoir leurs projections en ligne droite. On peut en dire 
autantides points#5,:6,:9, 05 60 MORE RP 0 00 4 to) 


Par suite, les points 5, 8, 9, 10,11 sontles sommets d’un polygone 


Tr — Rte 


: ‘ ., , x Le 
(1) Si la sphère a pour rayon l’unité, on trouve OH” — OR dE RE 
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étoilé, dont les côtés sont les prolongements de ceux du polygone. 
convexe 2,9, 4, 9, O. 

Cherchons maintenant les projections des cercles de symétrie. 
Ceux qui passent par les points 1 et 12 se projettent suivant cinq 
droites issues de l’origine, parmi lesquelles l'axe des æ, et faisant 





entre elles des angles égaux. Considérons, par exemple, le cercle 
de symétrie contenant les sommets 2, 3, 7, 8. Il se projette, bien 
entendu, suivant un cercle passant par les projections de ces 
sommets, et qui, comme nous allons le démontrer, a pour centre 
le point 5. 

Il est évident que 


; = 070 et DRE) 0: 


? 


de plus, les angles 5.3.5 et 5.7.3 ont tous deux pour ampli- 
tude + (1), pañsnileto.9 — 59 béEméme 6,02; 5; 4/sont les 


centres des projections des quatre autres cercles de symétrie. 
Considérons, au contraire, le cercle de symétrie passant par les 


1) Il suffit de remarquer que 5.3.7 est l’angle à la base du triangle isoscèle 
f 


ormé par deux côtés et une diagonale du pentagone régulier convexe 


r. 


) 
D 
.4.5.6 et que 5.5.3 est un angle du pentagone régulier étoilé 7.8.9.10.11. 


( 
4.3 
233 


RE NT ve 
Cp d 
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sommets 2, 10, 7, >. Démontrons que le centre de sa projection 


est le point 11. On voit de suite que 


CA ns 


l'IP 0 


et 


De plus, comme 





RS 


— 11.7. 





120 


È 


on a 
d’où 


AN 
| N 









De même :, 8, 9, 10 sont les centres des projections d'autant 


de cercles de symétrie. 
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En résumé, la représentation du groupe icosaédrique comprend 
cinq droites issues de l’origine et dix cercles égaux cinq à cinq- 
ayant leurs centres aux points 2, 5, ..., 11. 

Couvrons de hachures la moitié des triangles curvilignes, et 
prenons comme triangle initial Î celui dont un sommet se trouve 
au point 1 et un côté placé sur la partie positive de l’axe des x. 
Tournant autour du point 1, nous pourrons marquer les triangles, 
Sr | 

En tournant autour du milieu de l'arêté 1.2, nous aurons T, et 
nous obtiendrons, en tournant autour du point 2 et en vertu 
d’une remarque déjà faite (n° 66), les triangles ST, S2T, ST, ST. 





Tournons au contraire autour de 1, nous déduirons de T les 
tone les ES Sels FALSE 

Ptinateilementeer ST (0h = Selles inanalkes.SXTS, 
BUTLER RME 

Enfin, appliquant aux 30 triangles déjà marqués une rotation 7 
autour de l’axe des y, nous obuendrons finalement les triangles 
ayantpoursymbholes SU et, SETSiD()k£=0,,1,,2,.3,.4). 
*_ Nous avons déjà eu l’occasion de considérerles cinq systèmes de 
trois médianes orthogonales de l’icosaèdre (n° 67). Les extrémités 
de chaque système sont les sommets d’un octaèdre régulier, et les 
centres sphériques des faces des cinq octaëèdres sont des points 
appartenant à l’ensemble des centres sphériques des faces de l’ico- 
saèdre, comme cela résulte, en toute évidence, de la figure 19 
où est reproduite et agrandie la partie de la figure 14 formée 
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d’une face de l’octaèdre , correspondant au système X, (1). 

Puisqu’il y a en tout 40 faces pour des octaèdres et 20 faces pour 
l’icosaèdre, le centre sphérique de chaque face de l’icosaèdre est 
centre sphérique de deux des faces des octaèdres. 


Considérations générales sur les réseaux de triangles. 


76. Chacun des réseaux de triangles qu’on vient de construire 
possède les propriétés suivantes (?): 


1° [l peut être engendré par symétrie en partant d’un ER 
des triangles qui le constituent ; 
2° Tous les triangles ont ee mêmes angles qui sont égaux à 
des sous-multiples de x; 
‘ qe 9 ÉLUS PER 
3° Le réseau recouvre le plan une seule fois, c’est-à-dire que 
deux figures du réseau n’empiètent jamais l’une sur l’autre; 
4° Il recouvre le plan tout entier; 
>° Il se compose d’un nombre fini de triangles; 
6° Tous les angles groupés autour d’un sommet commun sont 
> 


CSaux. 


Nous rencontrerons dans la suite des réseaux ne possédant que 
quelques-unes des propriétés précédentes. Aussi appellerons-nous 
réseaux réguliers ceux qui possèdent la propriété 6° et réseaux 
finis ceux qui possèdent la propriété 5°. 

Pour l’instant étudions la nature d’un réseau répondant aux 
conditions 1° et 3°. Considérons un des sommets du triangle géné- 
rateur ; 1l appartiendra à d’autres triangles NE égaux 
et symétriques. Or, le réseau ne doit pas se recouvrir ee 
donc, après avoir rencontré un nombre pair de triangles, y com- 
pris.le triangle primitif, on devra retomber sur ce dernier triangle. 














(') Gctte figure montre en effet que les quinze triangles composant la face de 
Peu sont disposés de la même facon autour du centre sphérique de la 
face 1.5.6 de l’icosaèdre, centre qu’on a mis en évidence sur la figure en l’entou- 
rant Ne petit cercle. 

(?) Il m'a paru utile de faire remarquer que ces propriétés ne sont pas toutes 
indépendantes. 
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On voit que. autour du sommet considéré, tous les angles seront 
pi > e) 


L 4 


égaux à un même sous-multiple de +. Donc : 


Un réseau, ne se recouvrant jamais lui-même et formé de 
triangles qui se déduisent de l’un d’eux par symétrie, est un 
réseau régulier; et les triangles de ce réseau ont pour angles 
des sous-multiples de +. 


IL peut arriver qu’un tel réseau ne possède pas les propriétés 4° 
CIO | 
Considérons un des réseaux finis déjà étudiés. Nous savons que, 
us 


& : TNT 
s’1l comprend 2 n triangles dont les angles sont —; —, —, on a 
V1 Va V3 





T T T 2T 
a nn — = FT : 
V1 Vo V3 n 
d’où à 
Gye LAS TT 
—+—-+—->r (!), 
V1 Ve V3 
ou bien 
I I I 
(a) SR -l: 
V1 Vo V3 


Supposons maintenant que l'on se donne un triangle dont les 


TOME NT . x SE & 
angles —, —, — ne satisfassent pas à la condition (a). 
La. Vs 


Deux cas pourront se présenter : 


I I } 
; Vi Vo V3 
Il [ [! 
(c) HN ENT, 
V1 Va V3 


Pour distinguer facilement ces trois cas, procédons ainsi. 
Soient a, b, c les trois côtés du triangle; à, 8, y les sommets qui 
leur sont respectivement opposés. Si le triangle a deux côtés 
non rectilignes, bd et c par exemple, soit &, le second point d’in- 
tersection des cercles auxquels ils appartiennent. Faisons une 
inversion (n° 19) de, pôle #,. Les cercles dont font partie b et c 





(!) Cette relation est immédiate si l’on remarque que la somme des angles 
d'un triangle sphérique est supérieure à deux droits et que chacun des triangles 
considérés, étant la projection stéréographique d’un triangle sphérique, a les 
mêmes angles que ce triangle sphérique. 
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se transforment en droites, et nous obtenons un nouveau triangle 
dont deux côtés au moins sont rectilignes et dont les angles sont 
égaux à ceux du premier. Ce triangle a son troisième côté recti- 
ligne dans le cas (b), curviligne et tournant sa concavité vers le 
côté opposé dans le cas (a), sa convexité dans le cas (c). 


Le cas (a) a déjà été examiné complètement. 


Passons au cas (b); si l’on suppose y, £ y, £ 3, il est clair qu’on 
doit avoir y, <3. 





Fi$ 10. 
7 7 PIS 
/ / 7 4 7 
Z # 
g ? 
L LU W j 
Te s | 
SV — 2,00 
I di L 
node — , 
Va Va 2 
d’où 
4, 


et, par suite, les trois solutions 


Poe V3 SES V2 3 


7 A 5 Ve 


NOTE 
VAN vs 
NAN 





ll PE I Æ 2 

Vo V3 + 3° 
el; Comme on a nécessairement y», < 3, on obtient la seule solu- 
uon 


Vo — Va = 3. 
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En résumé, le cas (b) donne lieu aux 4 types 


V1 — 2; Ve 2; EST 
Nes 2, Vo 0, Vs 0, 
TER. Cr 
V1 5, V9 — 04 V3 — 3 
Fig. 18 
/ / 


» PR \4 FPÈE 
re 
PR 44 
RS, 


42 


CZ Hi > 
4, 





Nous avons figuré les quatre réseaux correspondants; ils pos- 
sèdent toutes les propriétés énoncées au n° 76, sauf la cinquième ; 


ce sont des réseaux infinis. 





Si l’on passe maintenant au cas plus général d’un triangle fon- 
damental quelconque n’ayant plus deux côtés rectilignes, on aura, 
au lieu de droites, c’est-à-dire de cercles passant par le point à 
l'infini, une infinité de cercles passant tous par le même point. On 
peut donc dire que le cas (b) donne lieu à des réseaux infinis 
recouvrant tout le plan et formés de cercles passant tous par un 
même point. 


78. Le cas (c) donne lieu évidemment à un nombre infini de 


types. 
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Soit ABC le uiangle donné, où l’on suppose AB et AC recti- 
lignes, BC circulaire et tournant sa convexité vers À. De À nous 
pourrons mener deux tangentes au cercle contenant BC, et 





l’angle BAC sera intérieur à l’angle DAE ou pourra tout au 
plus coïncider avec lui (si les angles B et C sont nuls). Le cercle 
de centre À, passant par D et E, coupera donc orthogonalement 
les prolongements des trois côtés du triangle donné. 

Construisons le triangle symétrique de ABC par rapport à l’un 
de ses côtés. Le cercle DE étant orthogonal aux trois côtés est son 
propre symétrique par rapport à l’un quelconque d’entre eux, et, 
puisque la symétrie conserve les angles, il coupe encore orthogo- 
nalement le prolongement des trois côtés du nouveau triangle. On 
en conclut que: 


Dans un réseau du type (c), tous les côtés sont orthogonaux à 
un méme cercle et sont situés d’un même côté de ce cercle; s’il 
y à des angles nuls, les sommets correspondants, et ceux-là 
seulement, sont situés sur le cercle. 


On voit, d’après cela, que ces derniers réseaux ont la propriété 4° 
du n° 76; ils recouvrent en effet seulement l’une des deux régions 
en lesquelles le plan est partagé par un certain cercle. 

Ün réseau spécial du type (c) nous occupera d'ici peu; c'est le 
réseau représentatif du groupe modulaire. 


79. Un réseau de triangles est l’image d’un groupe de sub- 
stitutions linéaires et de son groupe amplifié. 
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Soient a un triangle du réseau, b un autre triangle blanc du 
réseau se déduisant de a par symétrie. On passe de & à b par un 
nombre pair de transformations par symétrie ; mais chacune d’elles 
est (n° 41) l’image d’une pseudosubstitution, et, comme le produit 
d'un nombre pair de pseudosubstitutions est une substitution, 
on voit qu'on passe de a à b au moyen d’une substitution linéaire. 
Donc, si l’on se donne un réseau, on peut lui faire correspondre 
un ensemble de substitutions linéaires : ce sont les substitutions 
qui changent le réseau en lui-même. Si l’on regarde un des 
triangles blancs comme triangle primitif, il existe une correspon- 
dance biunivoque entre les substitutions de l’ensemble et les 
triangles blancs du réseau. 

Il est clair que l’ensemble des substitutions ainsi formées est 
indépendant du triangle du réseau choisi pour triangle primitif. 

Appelons S la substitution qui transforme & et.b, et soit c un 
troisième triangle blanc. Puisque b peut être aussi considéré 
comme triangle fondamental, il existera une substitution S' de 
l’ensemble changeant ben €. Le produit SS' sera une substitu- 
tion changeant a en c, et, comme dans l’ensemble considéré il 
existe une substitution et une seule S” ayant cette propriété, on 


aura 
D. 


Les substitutions trouvées forment donc un groupe G. Ce groupe 
contient évidemment l'identité ; de plus, 1l renferme l'inverse de 
chacune de ses substitutions. 

En effet, en considérant &« comme triangle fondamental, S est 
la substitution changeant à en b; inversement, si l’on prend b 
comme triangle fondamental, ST! sera la substitution changeant b 
en &. | 

Il est évident ensuite que l’ensemble des opérations transformant 
un triangle blanc déterminé du réseau en tous les autres triangles 


tant blancs qu'ombrés n'est autre que le groupe amplifié Cr: 
Appelons bitriangle la figure formée par deux triangles adja- 

cents et supposons que nos bitriangles aient eux-mêmes la forme 

triangulaire (‘); soient à le triangle générateur, a;, &, a; les 


(1) Cela a toujours lieu quand les triangles ont un angle droit, et dans ce cas 
seulement. 
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bitriangles qui lui sont adjacents; S,, So, S3 les substitutions chan- 
geant «a respectivement en &i, >, A3: Les produits composés avec les 
substitutions précédentes changeront a,, @, a; en des triangles res- 
pectivement adjacents, et ainsi de suite. Comme le réseau constitue 
un champ connexe, la substitution changeant a en un bitriangle 
quelconque b du réseau pourra s'exprimer à l’aide d’un produit 
renfermant les seules substitutions S,, S2; S:. Ces dernières substi- 


tutions sont dites les substitulions génératrices du groupe (). 


80. Nous dirons que deux points du plan sont homologues 
dans un groupe d'opérations, s’il existe une opération du groupe 
transformant l’un d'eux dans l’autre. Deux champs formés de 
points respectivement homologues sont dits Aomologues. 

L'homologie jouit des trois propriétés fondamentales de l'égalité, 
pourvu que le groupe renferme l'opération identique et l'inverse 
de chacune de ses opérations. En elfet : 


a. Tout point est son propre homologue, puisque le groupe 
contient l'opération identique permettant de passer d’un point 
quelconque au même point; 


b. SiA est homologue de B, B est homologue de À, car, si 
l'opération P du groupe change À en B, l'opération P7! appar- 
tient au même groupe et change B en A; 


c. Si A est homologue de B et si B est homologue de CG, À est 
homologue de G, car, si P change À en B et si Q change B en C, 


PQ appartient encore au groupe et change À en C. 


Relativement à un groupe de substitutions d'ordre fini n, les 
points d’un plan se partagent en système des »? points homologues. 
Il y a exception pour les nœuds du réseau, ceux-c1 formant res- 
7è I 
en 


n ; | 
— ; — points homologues. 
V7) 


pectivement des systèmes de 
\ V1 Vo 


Donc, en considérant les nœuds comme des points muluples 
d'ordre v;, on peut dire que, par rapport à un groupe de substi- 


(1) I n’est pas inutile de remarquer que S,, S;, S, ne sont pas nécessairement 
indépendantes entre elles. Si les bitriangles n’avaient pas la forme triangulaire, 
le nombre des substitutions génératrices serait supérieur à 5. 
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tutions d'ordre n, un point quelconque du plan appartient 
à un système de n points homologues. 


81. Soient un réseau de triangles et & un quelconque de ses bi- 
triangles ; un point intérieur à a na pas d'autre homologue 
dans a que lui-même, mais il a un homologue dans chacun 
des autres bitriangles. | 

Au contraire, un point situé sur l’un des côtés du bitriangle à, 
pouvant être considéré comme appartenant aussi au bitriangle 
adjacent, aura son homologue sur le contour de a. Donc, chaque 
point du contour de a, et qui n'est pas un Sommet, a un homo- 
logue et un seul sur ce même contour (cet homologue, dans cer- 
tains cas, pouvant coïncider avec le point donné). 

Enfin, un sommet de a a pour homologues autant de som- 
mets de a (non nécessairement distincts) qu’il y a de bitriangles 
se croisant en ce point. 

Soit donc un bitriangle quelconque; ne conservons de son con- 
tour qu’une portion convenablement choisie. Nous obtenons un 
champ connexe possédant la propriété de ne renfermer aucun 
couple de points homologues et de contenir un point homologue 
de chaque point du réseau. # = 

Un tel champ est dit champ fondamental. 

Pour un réseau donné, le champ fondamental peut être choisi 
de bien des façons. En effet, soient /, l’ deux parties homologues 
du contour n'ayant aucun point commun; on peut retrancher du 
bitriangle une région attenant à /, et la remplacer par la partie 
homologue du réseau s'appuyant sur /”. La figure ainsi obtenue, 
moyennant les conventions relatives au contour, est encore un 
champ fondamental. Des modifications de ce genre, permettant de 
passer d’un champ fondamental à un autre, sont dites modifica- 
tions permises. 


82. Soient un réseau. G le groupe de substitutions linéaires qui 
; srou I 
lui correspond. H un sous-eroupe de G d'indice fini s. Reprenons 
P ) 5 Ï 
les notations du n° 9. Soient 


Po LP 


les substitutions de H. Celles de G pourront être rangées dans un 
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Tableau de la forme suivante : 


Pi; PS Es; - 
Q: Po = Qr Queer Q:P2, MONO 
(1) OP 5 0-07 Q2 Po, 


eo à 6) 0 0 1e ateifee je . CC DOSUE, LE CRC CHE: 


Qs-1 Pot Or BEM ET Qc: 


Représentons par 1 le bitriangle générateur du réseau, que 
nous supposerons de forme triangulaire. Soient S,, S:, S;, les 
symboles des bitriangles adjacents à (1) et qu’on déduit de 1 en lui 
appliquant les substitutions S,, S:, S, génératrices du groupe G. 
Relativement à H, ces triangles ne peuvent être tous les trois ho- 
mologues du bitriangle 1; sinon H contiendrait les substitu- 
ions Sy, S», 93, par suite toutes les substitutions de G, et se con- 
fondrait alors avec G. 

Supposons, par exemple, que 1 soit homologue de S:, S, et 
non de S,; et soient Sy», S13 les bitriangles autres que 1. adja- 
cents à S,. S1 Sy2 et 5123 sont homologues de 1 ou de S,, nous limi- 
terons nos considérations au champ formé par les bitriangles 1, S,. 
Si, au contraire, Sy», par exemple, n’est homologue mi de 1, ni 
de S,, nous considérerons le champ formé par les bitriangles 1, 
Si, Su. Et nous continuerons toujours de la même façon. Je dis 
que l'application de ce procédé donnera lieu à un nombre fini 
d'opérations. En effet, les bitriangles correspondant aux substitu- 
tons d’une même ligne du Tableau (1) étant homologues dans H, 
après avoir rencontré au plus s bitriangles non homologues, on 
retombera nécessairement sur des bitriangles homologues de cer- 
tains des précédents. Nous sommes donc conduits à former un 
champ connexe C, composé de bitriangles, dont s au plus non 
homologues entre eux. Si nous démontrons que chaque point du 
réseau à un homologue dans C, il en résultera que C est composé 
précisément de s bitriangles ; car, si le nombre de bitriangles était 
inférieur à $, il existerait une ligne du Tableau (1) pour laquelle 
aucun des bitriangles correspondants n’appartiendrait à C et alors 
certains points du réseau n'auraient pas d’homologue dans C. 

— Pour établir notre assertion, faisons une remarque prélimi- 
naire. Soient & un bitriangle extérieur, mais attenant au champ C; 
b le triangle intérieur à C et attenant à a. Du moment que a est 
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extérieur à C, c’est qu’il existe dans GC un bitriangle a’ homologue. 
de a. Parmi les bitriangles contigus à a’, il doit y en avoir un, 

soit b’, homologue de b; mais il est nécessairement extérieur à C, 

puisque b est intérieur; par suite b' s’appuie sur le contour de C. 

Nous avons donc sur le contour de C deux arcs homologues, sépa- 

rant respectivement a de b et a/ de D”. 

Le raisonnement précédent montre que les points du contour 
de G sont deux à deux homologues dans le groupe H. 

Cela posé, soit 3 un point quelconque de la région du plan 
recouverte par le réseau. Prenons un point quelconque 3, inté- 
rieur à GC, et Joignons 3, à Z par une ligne / qui ne sorte pas du 
champ occupé par le réseau et qui rencontre un nombre fini de 
triangles. Soient 3, le point où / rencontre pour la première fois le 
contour de GC; &;, &2:, ... les bitriangles extérieurs à C qu’elle 
traverse successivement; /,, d, ... les portions de cette ligne 
comprises respectivement dans ces bitriangles ; m la portion abou- 
tissant à Z. 

D’après ce qui précède, il existera sur le contour de C un 
point 3, homologue de 3,, et l’on pourra tracer à l’intérieur de C 
et à partir de 3°, une ligne /, homologue de /,, puis une ligne /, 
homologue de /, et ainsi de suite. Le tracé sera achevé après un 
nombre fini d'opérations, et l'extrémité de la portion m' homo- 
logue de m sera le point homologue de 3 dans le champ C. 

Donc, tout point du réseau a un homologue dans C. En défini- 
uve : St H est un sous-groupe de G d’indice fini s, on peut, à 
l’aide de s bitriangles du réseau représentatif de G, consti- 
tuer pour H un champ fondamental C. 

Le réseau entier correspondant à G pourra être décomposé en 
champs homologues de C relativement à H; ces champs formeront 
le réseau (polygonal) relatif au groupe H et l’on pourra dire que 
ce réseau est contenu dans celui de G, en ce sens que les côtés et 
les nœuds de H seront aussi des côtés et des nœuds de G, sans que 
l'inverse ait lieu. On peut en conclure que : Étant donnés un 
groupe et un de ses sous-groupes, le réseau du second est con- 
tenu dans celui du premier. 


83. Soit H' un sous-groupe de G équivalent à H, par exemple 


HMS 
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Soient z, z' deux points homologues dans H; Sz, Sz' sont alors homo- 
logues dans H' (n° 2). Si donc on applique au champ la substitu- 
tion S, le champ C — SC ainsi obtenu est un champ fondamental 
pour le sous-groupe H'. Plus simplement, si l’on désigne maintenant 
par le symboleS le triangle qu’on avait désigné primitivement par le 
symbole 4, C devient un champ fondamental de H”. Et comme dans 
ces conditions le symbole 1 s'applique alors au triangle désigné 
primitivement par S-! ou à son homologue dans GC, on en conclut 
que : Le champ C peut être considéré comme le champ fonda- 
mental de divers sous-groupes équivalents en assignant le 
symbole À successivement à chacun de ses bitriangles. 

On déduit de là la conséquence importante suivante : Sotent H 
un sous-groupe invariant de G, S une substitution quel- 
conque de G et Cun champ fondamental de H; SC est en- 
core unchamp fondamental de H; en d’autres termes S trans- 
forme C en lui-même, aux modifications permises près (\). 

Un artifice géométrique permet de présenter ces résultats sous 
une forme plus simple. 

On a vu que le contour de C se compose de portions deux à deux 
homologues. 

Transformons C par une déformation continue en une surface 
fermée, en amenant en coïncidence puis soudant ensemble les par- 
ües homologues de son contour. IL est clair que si, au lieu de 
partir de G, nous partions d’une figure déduite de C par des mo- 
difications permises, nous obtiendrons encore la même surface 
fermée. Ainsi, tandis que la disposition des triangles dans le 
champ fondamental comporte beaucoup d’arbitraire, cet arbi- 
traire disparaît quand on passe à la surface fermée; en sorte qué 
relativement à cette surface 1l n’y a pas lieu de parler de modifi- 
cations permises. On peut donc dire que : 


St H est un sous-groupe invariant d’un groupe G, la sur- 





(7) Ces considérations s’appliquent à H, si on le considère comme sous-groupe 
du groupe amplifié G. Ainsi : Soient H un sous-groupe invariant de Get G,etR 
la réflexion utilisée pour l’amplification; C est symétrique par rapport au 
cercle de symétrie de R, aux modifications permises près. 

Il est clair que réciproquement, si H est un sous-groupe invariant de G et que 
G soit ou puisse être rendu, par des modifications permises, symétrique par 
rapport au cercle de symétrie de KR, H est un sous-groupe invariant de G. 
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Jace fermée déduite du champ fondamental de H est trans- 
Jormée en elle-même par toute substitution de G. 


Le nombre des différentes transformations de la surface en elle- 

A Le id , 2 a 1 
même est évidemment égal au nombre s des bitriangles qu’elle 
renferme ou encore à l'indice du sous-groupe, car on peut trans- 
former le bitriangle 1 en chacun des s bitriangles y compris le 
bitriangle 1 lui-même, et, d’autre part, une fois fixé le bitriangle 
transformé de 1, la transformation est définie sans ambiguïté. 

Appelons nœuds de première, deuxième et troisième espèce 


les nœuds correspondant respectivement aux sommets des angles 


T 


. TE FC: é . 
d'amplitude pe _ a Puisque les transformations de la surface en 
1 2 3 


elle-même échangent entre eux les nœuds de même espèce, on 
peut dire que : 


Étant donné un sous-groupe invariant, la surface corres- 
pondante est telle que, autour de chacun des nœuds, se croisent 
des triangles dont le nombre ne varie pas pour des nœuds de 
méme espèce. 


On exprime ce fait en disant que la surface est régulière. 


84. Revenons au Tableau du n° 82 et rappelons que les s bi- 
triangles du champ C ont pour symboles s substitutions apparte- 
nant respectivement aux s lignes du Tableau. 

Nous pouvons alors attribuer aux s bitriangles les symboles 
respectifs 


(2) 1; Q1, Qz, C'0 ON DES 


aux substitutions près de H, en entendant par là que le véritable 
symbole du triangle désigné par Q; n’est pas nécessairement Q;, 
mais peut être le produit de Q; par une substitution de H. Si 
nous transformons ensuite le champ en une surface fermée et que 
nous superposions tous les champs homologues de GC, qui com- 
posent le réseau et cela en faisant coïncider les bitriangles homo- 
logues (!}), le bitriangle Q; représentera, à lui seul, tous les 


(1) N'oublions pas que nous admettons qu’on peut déformer nos figures d’une 
facon quelconque, pourvu que la continuité soit respectée. 
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triangles dont les symboles figurent dans la ligne de rang & +1 
du Tableau (1). D’après cela, les symboles (2) peuvent repré- 
senter s transformations de la surface en elle-même, Q; étant le 
symbole de la transformation produite par une quelconque des 
subsütutions Q;P;(4— 0, 1,2, ...), transformation qui est indé- 
pendante de l’indice A. 

Ces s transformations forment un groupe quand H est un 
sous-2roupe invariant. 

En effet, puisque, dans ce cas, quels que soient les indices &, 6, 
il existe toujours un troisième indice À/ tel que 


Qx'PQ;= Pg 
PBQc=— QuPg, 


O;:P,0Q;Pr;=10;0;Pz:Pz; 


ou 


on peut écrire 


mais Q;Q ; est une certaine substitution de G, figurant par consé- 
quent dans le Tableau (1) (n° 82); elle est par suite de la 


forme Q,P,,, donc 
QiPr Q; Pr= QiPmPxrPx. 


Et comme P,,P; P; est une certaine substitution P, du sous- 
groupe H | 

O:P2Q/PE= OP, 
où l dépend seulement de tet de j, nous écrirons ce résultat sous 
la forme symbolique suivante 


Q:Q;= Q,, 


dont la signification apparaît immédiatement, si par Q; on entend, 
non pas la substitution qu’elle représente, mais la transformation 
correspondante de la surface fermée en elle-même. 

Le groupe G’ des transformations de la surface en elle-même 
est mériédriquement isomorphe au groupe G et le degré de mérié- 
drie est égal à l’ordre du sous-groupe H, quand celui-ci est fini. 
À la substitution identique de G’ correspond dans G le sous- 
groupe H; à un sous-groupe G' correspond un sous-groupe de G 
renfermant H. Et comme l’étude de G est toujours plus facile 
que celle de G, on voit qu'il y a un réel avantage à ramener la 
recherche des sous-groupes de G à celle des sous-groupes de Gr. 
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So. Pour bien faire comprendre les développements précé-. 
dents, donnons un exemple que nous utiliserons plus tard. 

On a vu (n° 54) que le groupe trirectangle est un sous-groupe 
invariant du groupe octaédrique. Désignons ces deux groupes res- 
pectivement par H et G. Les substitutions du groupe H sont 


1, V?, U, UV. 
Partons d’un quelconque des bitriangles du réseau octaédrique, 
par exemple de UV. Ceux qui lui sont adjacents sont U, UV?, 
S2UV?; les deux premiers sont homologues dans H, donc il suffit 


de retenir UV? et S'UV?. Les bitriangles qui leur sont contigus 
et qui sont en même temps distincts de UV sont 


EN RS UV SSUVRESUVE 


UV3 est homologue de UV, donc nous retenons les trois autres. 





e 
> 


Nous obtenons ainsi un champ fondamental de H composé des 
SIX bitriangles suivants : 


(1) UV, UV?, S2UV?, S?UV', SUV, SUV:. 
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S1 à la moitié ombrée de UV? et à la moitié blanche de SUV: 
nous substituons la moitié ombrée de U et la moitié blanche 
de SUV qui leur sont respectivement homologues dans H, nous 
obtenons le champ fondamental représenté par la figure 21. Les 
portions homologues sur le contour sont deux à deux : ab, a'b!, 


CORPS OUNCIE Ne d'e 


Fig, 2% 


LT. 
LOL.» 
LL 


/ ‘ 





Déformons le réseau comme cela est indiqué sur la figure 22, de 
façon à amener la coïncidence des côtés homologues. 


Fig. 23. 





Il peut se ramener à la forme de la figure 23, qui représente, 
comme 1l est facile de le voir, un réseau diédrique de douze 


triangles (m — 3) projeté stéréographiquement en prenant comme 
point de vue l'unfdes nœuds placé sur l'équateur. 
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Il résulte de là que, si l’on forme le Tableau (1) du n° 82, et si 
l’on choisit un élément dans chacune des lignes, les six éléments 
ainsi obtenus doivent former un groupe diédrique aux substitu- 
uons de H près. 

En tenant compte des relations établies dans la note (p. 80), 
le Tableau s'écrit 


L:1304 VENTE UV?, 

VLDNIN ER ON RE PINS 

SAT AE d GiEE SUV?, 

SVAES VP RAS LIVE RS LV 

S2) S2V?, SU, * SiUY?, 

S2V, S2V3, SUV3, SUV. 

On peut observer que les six substitutions (1) appartiennent à 
six lignes diverses du Tableau. Et comme V? est homologue de 1 
dans H, on voit immédiatement que les six substitutions 


US SN M SV SAN 


forment un groupe diédrique, aux substitutions de H près. 

On peut encore suivre une marche inverse. Puisque les six subs- 
ütutions À, S, 5°, V, SV, S?V forment, aux substituuons de H 
près, un groupe diédrique, on peut partir du réseau représentatif 
de ce groupe ( fig. 23), fendre suivant la ligne abcde la surface sur 
laquelle est tracé ce réseau; on déforme ensuite la surface, comme 
cela est indiqué sur la figure 22, et on lui donne enfin la forme 
indiquée par la figure 21, les parties homologues du contour étant 
les deux bords de la coupure pratiquée dans la surface fermée. 

On voit sans difficulté que le réseau octaédrique se divise en 
quatre parties homologues relativement à H : celle qui est tracée 
dans la figure 21, sa symétrique par rapport à l’axe imaginaire et 
les deux demi-cercles en lesquels le cercle de rayon 1 est partagé 
par cet axe. Ces quatre parties, considérées comme bitriangles et 
partagées en triangles par l'axe réel, nous donnent le réseau du 
groupe trirectangle. 


86. Déterminons maintenant le genre p de la surface fermée 
correspondant à un sous-groupe d'indice s. 
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Le théorème d'Eurer (n° 52) généralisé (') donne, ou une 
surface fermée de genre p, 


F+S = A+ -9p: 


NN 


62 Z 


Appelons 2m, 2m2, ..., 2m, le nombre des arêtes aboutis- 
sant à chacun des sommets; on aura 


(1) Voici comment on peut démontrer cette formule : 
Soit e,(h 23) le nombre des nœuds où aboutissent À arêtes; on a 


, 
Re 
n 


de plus, comme chaque arête a deux extrémités, on aura 
I VY 
4 » he, 
k 


Un point où se croisent À arêtes peut être considéré comme provenant de la 
coïncidence de k— 2 points de concours des arêtes deux à deux. Ainsi, dans la 
figure 25, p provient de la coïncidence des trois points P,, Pa, Ps. Coupons, par 
exemple, l’arête ap en un point o; les deux portions de cette arête et toutes les 
autres arêtes pourront être considérées comme autant de coupures de première 
espèce. Considérons les extrémités de ces coupures; deux tombent en o et k — 2 
en p, de sorte que le nombre total des extrémités est 


> h—2)e, 
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En outre, les faces sont ici en nombre 25; par suite 


| s 
t 
p=i-s+s D (mi). 


i=1 
Si le sous-groupe est invariant, la surface est régulière et m; a 
la même valeur pour tous les sous-groupes de même espèce. 
Appelons n,,n2,n3 les valeurs de m;pour les nœuds de première, 
deuxième et troisième espèces. 
Comme un nœud de £*"° espèce, où concourent 2n; arêtes, 


apparüent à »; triangles blancs, on voit que le nombre des nœuds 
£ 4 Q , , $ 

de cette espèce situés sur la surface fermée est (t)et la formule 
i 


précédente devient alors 


(1) | p=i-s+d ET. 








et celui des coupures 


ou bien 

A —S +: 

Fig. 25 
b» 
(a 
x PRE 
à € 
d fr P 


Ces coupures décomposent la surface en F parties, d’où, d’après un théorème 
connu, 
F=(A—S+i)—2p+i1 
ou bien 
F+S = AFP =D. 


(!) En effet, comme un point de la surface admet en général s points homo- 
logues, y compris le point lui-même, un nœud de si" espèce, appartenant à nr 


, STE 
triangles blancs, n’admet que FE points homologues. 


L 
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Ajoutons que »1, R2, n4 sont nécessairement des sous-multiples 
de s, et qu'ils sont aussi des sous-multiples respectivement de »,, 


Le groupe modulaire et les sous-groupes correspondants. 


87. Le groupe modulaire admet une définition arithmétique 
très simple. Cependant 1l est plus conforme au point de vue 
actuel de se donner le champ fondamental et d’en déduire les 
propriétés arithmétiques du groupe. 

Considérons dans le demi-plan supérieur le triangle formé par 
l’axe des quantités imaginaires, la parallèle à cet axe d’abscisse — : 


et le cercle de rayon un ayant pour centre l’origine. Ce triangle à 
pour sommets les points 

ES 2Tè 

—1+1Vy3 = 

L, e — mL mL = € 3 


2 


: Re s TT , 
et le point à l'infini; ses angles sont ee - et o; par suite 
2 d 


2 
V1 2, Va — 3, V3 — ©. 


Le réseau formé par ce triangle et ceux qui s’en déduisent par 
symétrie appartient donc au type (c) du n° 76. Cherchons son 
cercle de symétrie. Les seuls cercles orthogonaux aux deux côtés 
parallèles du triangle sont les droites parallèles à l'axe des quan- 
tés réelles; et parmi elles la seule qui soit orthogonale au côté 
curviligne du triangle passe par le centre du cercle auquel appartient 
ce côté et se confond par conséquent avec l’axe réel. Donc, le cercle 
de symétrie cherché est l’axe réel et par suite le réseau est situé 
tout entier dans le demi-plan supérieur. Les sommets des angles 
nuls, c’est-à-dire les homologues du point à l'infini, sont tous sur 
l’axe réel. 

Nous prendrons pour champ fondamental de notre groupe le 
bitriangle formé du triangle construit précédemment et de son 
symétrique par rapport à l’axe imaginaire. 

Les parties du contour que nous considérerons comme appar- 
tenant au bitriangle sont le côté rectiligne de gauche et la moitié, 
à droite, du côté circulaire. 
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Considérons les trois bitriangles contigus ; on les obtient respec-. 
üvement par deux translations de grandeurs + 1 et — 1 et une 


re 207 






I 

Ï 

f 

î 

1 

3 

Ü 
2 
z 


CIE 
A 


inversion par rapport au cercle de rayon wñn ayant pour centre 
l’origine. Les substitutions correspondantes ont pour expression 
analytique 


V4 aus, — 
tn) ue ( si ve Ë ‘ Tr ($ ) 
DA ONU CEUBIO 


Ces substitutions étant unitaires et à coefficients entiers, il en 
sera de même de toutes les substitutions du groupe qu’elles déter- 
minent. 

Réciproquement toute substitution unitaire et à coefficients 
entiers peut être mise sous la forme d’un produit de puissances 
des substitutions (1). 

En effet, soit 


une substitution dont les éléments à, $, y, à sont des entiers liés par 
la relation 


(2) ad — By —1. 


Comme y et à ne peuvent être nuls en même temps, trois cas 
sont possibles : 


VA  Ô=0) Y—0o, 00; Y0, D T0) 
Soit d’abord y -< 0, à — 0. Alors, d’après (2), 


By =—1, 
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et par suite, en désignant par € la quantité Æ 1, 


pe, Re 
en sorte que 


c’est-à-dire 


Posons maintenant 


on à 

3 = 31 —E4, 
c'est à-dire 

a bout 


Soit en second lieu ÿ = 0, à < o. Alors 


NS n 
AO =], X—0O—E, 
6 
= , 
One 
c’est-à-dire 
Z'=3+ EG, 
d’où 
P — Se 


Soit enfin y < 0, à < 0. La relation (2) montre que y et à sont 
premiers entre eux. Développons en fraction continue la fraction 
irréductible 1 : 

I 


— a ———— 
; Ka +., 


O21—2 


] 
+ — 
£n 


Désignons les réduites par la notation 





M; 
N, CZ — 0, 1,2, ; ñ ); 
les quotients complets sont ; 
Mo Ds M; ki M; ki Ki M, 
— — — 3 = à EE — 
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et avec les relations bien connues 
MN MN =(— 1), 
M;41 = M; ki rin M;_1, N;+1 = N; Ki+1 x. Nièse 
Posons 


Il 


3 + ki — S1(3), 


32 = — — 1007 HR), 

#1 - 
Z3 = 39 — K3 — Srk(s SA TS—A:( 2), 
31 = — LI MARS Tzs) SSS rt), 


on peut démontrer, par induction, que la formule 


ARTS 1} N;13 + M; 
cui à N;z+M, 


? 


qui est vraie pour £— 1, subsiste pour toute autre valeur de £. 
Supposons-la vraie pour une certaine valeur de z; on a alors 


Bain = Zi + (—i)ki: 


CNikia+ Ni )s + Mikii + M; 





Eat 
ne 1)é Ninz+ Mi ? 
et par suite 
[ ; N;z LS M; 
LAS _— — — (—]I DE PR 
rt Z2i+1 Niprerr M;1° 


qui revient à la formule (3), où l’on aurait remplacé ? par +1. 
On a donc 


RE TEE 
avec 
MON SM NON NT — 
ou bien 


d(— IN na — (—i) Mn = 1, 
qui, en tenant compte de 


aù 2 Bye, 
devient | 
Ô[a—(—1) Nr 1] = Yy[8—(—1) My]. 
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Et comme y el à sont premiers entre eux, On pourra écrire, 
À désignant un certain nombre enter, 


&œ — (— IENy-1 = y: B ci CE 1)2Mz1 = A, 
en sorte que (4) devient 


(a = Ày)2 RENE 


Z: = 
Se Y3 + 72 + D 


P peut donc s’écrire 
SE tten LÀ, 
et l’on a finalement 


P = SATS-AT... SEA TSX 


Donc le groupe correspondant à notre champ fondamental se 
compose de toutes les substitutions unitaires à coefficients entiers. 


4 





Pour des raisons que nous indiquerons plus loin, on le désigne 
sous le nom de groupe modulaire et on le représente générale- 
ment par fl”. 

On peut considérer S et T comme les substitutions génératrices 
du groupe, en entendant par là que toute substitution du groupe 
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est un produit de puissances positives, nulles ou négatives de ces 
deux substitutions. 

En se reportant aux développements donnés à propos des groupes 
finis, on pourra déterminer facilement les symboles correspon- 
dant à chacun des triangles du réseau. Disons seulement que, 
si P est le symbole d’un des triangles, les symboles des trois 
triangles adjacents seront 


SP, S-1P, TP. 


80. Le groupe modulaire ne comprend aucune substitution 
loxodromique (n° 24). 
Supposons qu’on ait donné aux coefficients des signes tels que 


a H02 0; 


alors une substitution du groupe modulaire sera elliptique si 


t+—È—0 ou a+Ô—I, 
parabolique si 
M Ô— 0, 
hyperbolique si 
4 + 0 >> 2. 


Les substitutions pour lesquelles ÿ — o sont toutes paraboliques ; 
en effet, dans ce cas, ad — 1; par suite, 


a—Ô0—#1 et a+ +. 


On peut se demander si le groupe modulaire comprend des 
substitutions d'ordre fini, c’est-à-dire (n° 33) des substitutions 
elliptiques. 

Soit d’abord & + à — 0. On a alors (n° 33) 


ae [Res ces 


G} 


on à par suite une substitution d'ordre 2, dont les pôles sont 


ai d VON EE M 7 


(1) 
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d’où une substitution d’ordre 3, ayant pour pôles 


(a A 





PARA 
a ; ETES 
Y 





Donc : Les seules substitutions d'ordre fini du groupe modu- 
laire sont, outre l'identité, celles pour lesquelles à + 00) 
a+è— +1; elles sont respectivement d'ordres 2 et 3. 

Par exemple, la substitution 


UE=UST= : 
— ] O 


est d'ordre 3, car «+ 0—1. Son inverse ST — U? est aussi 
d'ordre 3 (n° 5), ce qui donne entre S et T la relation simple 


(3) STSTST — 1. 


Les triangles 1, U, U? ont un sommet commun au point p. 


89. Les formules (1) et (2) appellent quelques observations. 

Des deux points p, q, un et un seul se trouve dans le demi-plan 
supérieur; supposons par exemple, ce qui esttoujours permis, y >0; 
a +i 





alors c’est le point qui se trouve dans le demi-plan supérieur. 


NT ; 
qui se trouvent dans le 





Cherchons quels sont ceux des points 


champ fondamental. Puisque tous les points du champ ont une 


3 


, à , \ 5) ® ee 2 : 
ordonnée au moins égale à on doit avoir y < ver ce qui donne 


: : . a+i re 
comme unique solution y — 1, et par suite re + 1. D'autre 


part, le seul point du champ fondamental dont l’abscisse soit un 
nombre entier est le point z; donc : Les pôles des substitutions 
d'ordre 2 du groupe modulaire sont les points homologues du 
point &. 

Réciproquement p étant un point homologue de #, s1 Q et Q'sont 
deux triangles ayant leur sommet en ce point, p est le pôle d’une 
substitution elliptique d'ordre 2 permettant de passer de Q à Q, 
c'est-à-dire de la substitution Q-1Q/. Donc : Tout point homo- 
logue de ti est pôle d’une substitution d'ordre 2. 
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On voit de même, p et p? étant des quantités conjuguées, que un : 
et un seul des points (2) appartient au demi-plan supérieur; par 
% 0 
exemple = Si Y > 0. 


« 








: CHERE) LCR NATE 
Cherchons quels sont ceux des points —— — EI + 
situés dans le champ fondamental. On doit avoir tout d’abord 
16 3 
Lo a c'est-à-dire y£1, 





V3 


Mais le seul point du champ fondamental ayant pour ordonnée Le 


est le point s; donc 4 — o et par suite 


& + 0 
v 





Les pôles des substitutions d'ordre 3 du groupe modulaire 
sont les points homologues du pornt c. 
On peut démontrer comme précédemment que réciproquement 


tous les points homologues de à sont pôles d’une substitution 
d'ordre 3. 


90. Cela posé, examinons les conditions d'équivalence de deux 
substitutions elliptiques du groupe modulaire. 

Soit d’abord P une substitution d’ordre 2. Son pôle situé dans 
le demi-plan supérieur est un point p homologue de #, c’est-à-dire 
un nœud du réseau, où se croisent quatre triangles; soit Q le 
symbole d’un des deux triangles blancs; l’autre triangle blanc se 
déduit du premier par une rotation d’angle + autour de p, pôle 
de P, et aura pour symbole OP. D'ailleurs, une rotation d'angle + 
autour du point £'étant représentée par T, le produit TQ représente 
(n° 66) la même rotation que le produit QP. Ainsi 

H TQ = OP, 
d’où 
POSE 
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Donc : 


Toute substitution d'ordre 2 du groupe modulaire est équi- 
valente à la substitution T. 


Et par suite : 
Toutes les substitutions d'ordre 2 du groupe modulaire sont 
équivalentes entre elles. 


Soit maintenant P une substitution elliptique d'ordre 3. Son 
pôle placé dans le demi-plan supérieur sera un point p homologue 
de ©, donc un nœud du réseau autour duquel se croisent six 
triangles. Soit Q le symbole de l’un des trois triangles blancs 
situés autour de p; les deux autres triangles blancs seront QP 
ANCIEE 

D'autre part, puisque p est le transformé de > par Q, les pro- 
duits UQ et U?Q représenteront les mêmes rotations que les 
produits QP et QP?; par conséquent, on aura l’une ou l’autre des 
relations 

UQ=OQP, . UQ = OP, 
et, par suite, 
P=GÆUORSCn P — OO: 

Donc : Toute substitution d’ordre 3 du groupe modulaire 
est équivalente ou à U ou à U?. 


91. Traitons aussi le problème de l’équivalence pour les substi- 
tutions paraboliques. 

Comme 4 +ô—, toute substitution parabolique du groupe 
modulaire pourra s’écrire | 


1+ 5 B 
DE on: 
\ DS 6; 
où $, y, s sont des nombres entiers positifs, nuls ou négatifs, liés 
par la relation 


(1) By + so? = 0. 


Soit À le plus grand commun diviseur de 8, Y: S, pris avec le 
signe de $; posons 


8 — ÀB', a ÀY', OM Ào'; 
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on aura 8 >> 0. Soitde plus u le plus grand commun diviseur de y’; 

s', el posons à 
PEMTOMMTE 

u sera premier avec Ê'. La relation (1) deviendra, en supprimant 

le facteur l?u, 


"+ pv?= 0. 


. Mais, £' étant positif ou nul, uw premier avec $’ et }” premier 
avec y, la relation précédente donne 

B' — v?, Ÿ _— 5 
d'où 


6 Av, y =— u?, GA UV: 


en sorte que la subsutution prend la forme 


Es P ( 1 + Au Àv2 ) 
2} à — 


et a pour pôle — Ë 
P P \ 
°° n LA e ! 
Nous avons déjà observé que w est premier avec $"; comme 
9 —y?, u est premier avec y. Il existe donc deux entiers net Y 


tels que 


Vu — Mye= Te 
in posant alors 
due v' 
( = Q, 
{4 V 
on trouve facilement 
QS\Q-1= P. 


Appelons amplitude de la substitution le nombre } (de même 
pe 2 sus a 
signe que $) plus grand commun diviseur de 4 — 1, 6, y. On peut 
dire que : Toutes les substitutions d'amplitude À sont équiva- 
lentes à S\ et par suite équivalentes entre elles. 

Une substitution parabolique: est déterminée si l’on se donne 


ar . . À À tL 
son pôle et son amplitude. En effet, si l’on connaît le pôle — =, 
ÿ 


u et y sont déterminés puisqu'ils sont premiers entre eux et de 
plus À est connu. La formule (2) fournit alors la substitution 
cherchée. 
L’amplitude à une signification géométrique très simple. 
Considérons tout d’abord la substitution S* d'amplitude À. On 
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passe d'un point à son homologue relativement à SÀ par une trans- 
lation de grandeur À parallèle à l’axe réel. 

Cette translation a pour effet de changer l’un des bitriangles 
ayant un sommet au point x en celui qui occupe le rang après lui. 


Posons 
O SO D: 


P est une substitution parabolique d'amplitude À, ayant pour pôle 
un point c de l’axe réel, d’'abscisse rationnelle. Aux faisceaux des 
bitriangles situés autour du point à l'infini, correspond dans le cas 
de la substitution P le faisceau des bitriangles entourant le point c. 
Donc, pour passer d’un point à son homologue dans P, il faut 
soumettre le plan à une déformation telle que l’un des triangles 
ayant un sommet en € vienne coïncider avec celui qui occupe le 
rang À après lui. 


92. Comme le réseau modulaire est symétrique par rapport à 
l’axe des quantités imaginaires, on obtiendra le groupe amplifié p 
en combinant F avec une réflexion À par rapport à cel axe. 
L'expression analytique de À est | 


Le symbole A appartient au triangle ombré symétrique du 
triangle blanc À par rapport au même axe. Il est clair que les 
triangles ombrés, symétriques du triangle À par rapport à ses deux 
autres côtés, ont pour symboles AS! et AT; les expressions ana- 
lytiques correspondantes sont 


Nous poserons 

(1) ASTE , 

(2) AT 

en sorte qu'on aura, pour les trois opérations génératrices du 
groupe F, 


A(z)= 20 BG) RSS re 
3 


Or À, B, C étant des réflexions, on a 


(3) A3 Bei 
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Muluiplions maintenant les deux membres de (1) à gauche par B, 


à droite par C, on aura BAST'S — BBS, ou bien 
(4) BA —S; 
multiplions au ne à gauche par À, on aura AAS-!— AB, ou 
(5) AB —S-1. 
De la relation (2) il résulte ensuite 
(6) ACTES 


et, en observant que l’inverse de AC est CA et que T est sa propre 
inverse, 


Enfin muluplions (1) à gauche par C, tenons compte de (3) et 
de la définition de UÜ, on aura 


(8) CRE 
d’où 
(9) Et Uri= Ur 


93. Passons maintenant à l’étude d'un sous-groupe très important 
du groupe F, que pour des raisons exposées un peu plus loin 
nous désignerons par lé. 


nn : 10 d ER à 
Considérons les substitutions ( di du groupe modulaire pour 
a Ô 


lesquelles DAoE y sont des nombres pairs. Ces substitutions forment 
un groupe. En effet, si nous posons 


a B G B x 3"\ 
" ô y! 5’ = y" op 
il résulte des formules (1) (n° 20) que, si 3, y, Ê', y’ sont pairs, il 


en estudememe def”, y. 


; ER æ À 
Le sous-groupe formé des substitutions ( À du groupe 
né (6) 
modulaire, pour lesquelles $ et y sont pairs, est précisément le 
sous-groupe qu'on désigne par Ps. 
Pour toutes les substitutions de T, les éléments « et à sont 
Impaur's. 
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En effet, 8 et y étant pairs, la relation 
(1) ad — By —=1 


montre que le produit à est impair; 1len est donc de même de ses 
deux facteurs. 
Le groupe TV, ne contient aucune substitution elliptique. 
Tout d’abord on ne peut avoir & + Ô = Æ 1, puisque « et Ô sont 
tous deux impairs. Si 4 + à était nul, on aurait, d’après (1), 
a=—1 (mod 4), 
ce qui est impossible. 
Il suit de là (n° 87) que les nœuds du réseau correspondant 
à Te sont situés sur l’axe réel. 


Démontrons que l; est un sous-groupe invartant deT. 
Soient 


une substitution quelconque de FT. Posons 


Cl D? 
QAPOEE 7e 
l 





on a (n° 68) 
2" _ ax 0 RER Gay" + 7B'5 — "+", 
(2) Bang + Bar —yfr +6 
2 
— ay 0 UE. By’? ce 79? se, dy" d', 
NÉE aB'y"+ Ba’ yB'5" + So" 


Comme 8, y et &« — à sont pairs, 8” et y’ le sont également, en 


sorte que QT! PQ appartient à l4. 


94. Passons maintenant à la détermination du champ fonda- 
mental de l; en suivant la marche indiquée au n° 82. Considérons 
les trois bitriangles S, S71, T, adjacents au bitriangle 1. 

Par rapport à l; aucun d’eux‘n’est homologue du bitriangle 1; 


, se E ous 
mais S et S_! sont homologues entre eux, car SE ) 
OWI 
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appartient évidemment à FF. Nous retiendrons donc pour notre 
champ fondamental les bitriangles 1, S, T. Les nouveaux bitriangles 
adjacents respectivement à Set T sont S?, TS, ST, SIT; le 
premier est homologue de 1 et le dernier de ST, en sorte que nous 


ne garderons que TS et ST. 





Les nouveaux bitriangles qui leur sont respectivement adjacents 
SONO LS. OUTS, S?T, TSTAEE secondet lefquatrième sont 
homologues du premier (!}), le troisième est homologue de T; 
nous ne garderons donc que STS. Des bitriangles adjacents à T, 
un seul est nouveau, S?TS; mais il est homologue de TS. En 
définitive, le champ fondamental comprend les six bitriangles 
(fig. 28) 


(1) NC 1 EST LTS, STCSTES 





e nombre des bitriangles ainsi obtenu justifie la notation F4 
L bre des bitriangle btenu jusufie 1 tation T5, 
ue nous avons adoptée pour ce sous-groupe, dont l'indice est 6. 
q doptée ce sous-groupe, dont l’ind HO 
Modifions le champ fondamental, en remplaçant le bitriangle ST: 
par son homologue S7!T. On obtient un nouveau champ fonda- 


(1), En effet, de la formule (3) STSTST 2 Cp.lr28) on déduitt 


TST = SAS SRS ES ESS, 
et S_? appartient à T,. 
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cs k : “TA 
mental (fig. 29), symétrique par rapport à la droite x — set 
formé des six bitriangles 


17.5, TD LIST 


Désignons par Q;les six substitutions précédentes (i—0,1,2,...,5) 
et posons 








€ 
[ 
= 
l 


© 
[20 
ee 
Î 
DS ET MERS LT 





Q= STS = (| .. PE es 


; . 6 / ‘ 
on trouve immédiatement les relations suivantes : 


Q3= Qf, 
BE S2Q?0Q3, 





S1 nous introduisons la notation © pour désigner l'égalité aux 
substitutions près de Ts, nous pourrons écrire 


Q:e Of, 1e Qi OrO0s, NOTE IOPERO EST AU OA 


on peut dire alors que le groupe des transformations en elle-même 


# 
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de la surface fermée à laquelle se ramène le champ fondamental l 
est le suivant : 


T, Q, QE Qs, Q:1Q3; Q?Q3. 


C’est évidemment (n° 85) un groupe diédrique (m—3). 

On parvient au même résultat par voie intuitive en montrant 
comment le champ fondamental de F, peut être ramené par défor- 
mation continue à une sphère contenant un réseau de 12 triangles 
(m = 3). Les figures 30 et 31 représentent une phase intermédiaire 
et la phase finale de cette déformation. 





La figure 31 qui est identique à la figure 23 n’est autre qu'un 
réseau diédrique projeté stéréographiquement sur l’équateur, en 
prenant l’un des nœuds comme point de vue. 


95. Effectuons sur la figure 29 les modifications permises sui- 
vantes : 





Remplaçons les triangles blancs TS, ST par leurs homologues 
blancs TS! et ST. Remplaçons de même les triangles ombrésS, 


STS par leurs homologues ombrés S71, TST. 
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Nous obtenons ainsi l,; un nouveau champ fondamental( fig. 32) 
symétrique par rapport à l’axe imaginaire (‘). 

Cela montre que le groupe F4 peut être amplifié par la réflexion A. 
On peut prendre comme champ fondamental du groupe amplifié FFE 
une des deux moitiés en lesquelles le champ fondamental de F, est 
divisé par l'axe imaginaire, par exemple celle de gauche. Ce 
champ n'est autre qu’un triangle à côtés rectilignes ou circulaires, 
ayant ses trois angles nuls et ses sommets aux points 0, — 1, %. 
Donc le groupe F; a pour image un réseau triangulaire dans 
lequel 

Vi =Ne Vs = ©), 
qui appartient par conséquent au type (c) du n° 76, et admet l’axe 
réel pour cercle de symétrie. | 

Les opérations générattices de l'; sont les trois réflexions par 
rapport aux trois côtés du triangle (o, — 1, æ). Les réflexions par 
rapport aux deux côtés rectilignes sont 


3'= A'(z) =— 2, z'= B'(3)=— 3— >. 


Pour trouver l’expression analytique de la troisième, utilisons les 


,’ . , I 
formules du n° 40. Le cercle de symétrie a pour centre le point — = 


et pour rayon — - Par suite 
7) 


% I a?+a3+8y I 
= — — y RE =. — 
16 Gi ‘# 4 
Dee x Ans . 2] A 
Prenons ÿ——2, d'où 
d'=rE, A=+I, Hi = 0, DO: 
mais d'autre part à = — 2, d’où à = — 1. En sorte que la réflexion 
cherchée est | 
z = Cie - . 
mm À 


Or, comme chacune des substitutions de F, est le produit d’un 
nombre pair de facteurs A’, B’, C' et que 


A'= Bis Or 


7 





(!) Ce champ diffère des deux précédents (J£g. 28 et 29) en ce qu’il ne com- 
prend pas six bitriangles. + 
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on pourra prendre pour substitutions génératrices de l, les trois 
produits | 


B'A'—S', C'A'=T, . C'B'=U’ 


et l’on trouvera 


A | 2 
s'= { ec 21= 3 +0, 


{l O | 
T' — ( ) —— FSTÈRES 2"=— ne 
3) [ DEEE EN | 


£ 3 2 SA 2 
it 


© 
al 


Îl 


er, 


Enfin, puisque le champ fondamental de F, est symétrique par 
rapport à l’axe imaginaire, on en déduit aussi (note page 114) 
que T4 est un sous-groupe invariant deT. 


96. Revenons au groupe diédrique du n° 94, que nous dési- 
gnerons par Gé, et déterminons ses sous-groupes; à chacun d’eux 
correspondra un sous-sroupe de F contenant l'5. 

Les sous-groupes de G; sont : 

Ün groupe cyclique d'ordre 3, soit G3, 


T, Qu, Q$ 


qui, élant unique, est nécessairement invariant ; 
Trois groupes cycliques d'ordre 2, équivalents entre eux, 
PRO: ; :OQ10: re 
Aux sous-groupes précédents correspondront dans [un sous- 
groupe invariant F, d'indice : — 2, et trois sous-groupes équi- 
valents l':, [,, [” d'indice : A Su 
Construisons leurs champs fondamentaux. 


Le sous-groupe F; comprend toutes les substitutions de l 
égales à l’une ou l’autre des substitutions 


(1) | 1. "TSMSENTS 
et cela aux substitutions près de F4. Son champ fondamental est 


donc formé de deux des six bitriangles, constituant le champ, fon- 
damental de F;. L'un d’entre eux peut être choisi arbitrairement; 
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quant à bre il est adjacent au premier et soumis à la condition 
de ne pas avoir un symbole égal à celui du premier, aux substitu- 
ons (1) près; en d’autres termes, 1l ne doit pas être homologue du 
premier dans PF. 

Choisissons comme premier bitriangle ST, c’est-à-dire Q»2. 
Le bitriangle adjacent STS = Q; ne lui est pas homologue dans F,, 
puisque aucun des produits de substitutions (1) par STS n'est égal 
à S-!T. Nous pouvons donc prendre pour champ fondamental 
(fig. 33) de T, l’ensemble des bitriangles ST = Q; e STS = Q;. 





On peut prendre encore le champ formé des deux bitriangles 
1—=QsetT—=Q,(fig. 34). Ce champ étant symétrique par rapport 
à l’axe imaginaire, F, est (note p. 114) un sous-groupe invariant 
de T. 

Reprenons le champ représenté par la figure 33. Comme ST 
et TS sont homologues dans F,, il en est de même de SIT et du 
triangle S*TS adjacent à STS le long de bc. Donc les côtés ad 
et cd sont homologues et aussi ab, cb. 


Fig.135 





Déformons le champ comme l'indique la figure 35, appliquons-le 
sur une sphère, et pour fixer les idées donnons à b et d deux 
positions diamétralement opposées. Alors bed, bad, bcd sont dis- 
posés suivant des méridiens et aec suivant l’équateur. Fixons le 
méridien bed, et étendons notre surface sur la sphère jusqu’à ce 
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qu’elle la recouvre complètement; dans ces conditions bad et bcd 
seront confondus. 

Nous aurons alors sur la sphère un réseau qui, projeté stéréogra- 
phiquement, avec e pour point de vue, sera représenté par la 
figure 36. | 

Procédons d’une façon analogue pour les groupes F3, l, ls. 





Le groupe l, comprend toutes les substitutions de F égales, aux 
substitutions près de le, à l’une ou l’autre des deux substitutions. 


(2) 1 


Pour former son champ fondamental, partons du bitriangle 1. 
Les deux bitriangles adjacents sont S et T. S qui est homologue 
de 1 dans F, doit être laissé de côté; au contraire nous devons 
garder T. On peut prendre comme troisième bitriangle ST'T qui, 
dans F;, n’est homologue, n1 de 1, ni de T; on obtient ainsi le 
champ représenté par la figure 35. 





Ce champ peut être modifié de façon à devenir symétrique par 
rapport à l’axe imaginaire : on remplacera le triangle blanc ST 
par le triangle blanc ST qui est son homologue dans; et par suite 
dans l';. 

Puisque, dans l;, ST est homologue de STS et de ST et que I 
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est homologue de S, les côtés ab, de; bc, cd; ag, eg sont des 
couples respectivement homologues. Déformons le champ comme 
l’indiquent les figures 39 et 40; nous obtenons un plan ou une 





sphère partagés en six champs. Il n’est pas inutile d'observer que le 
réseau de la figure 40 n’est pas régulier ; cela tient (n° 83) à ce que 


Fig. 40. 





Le 


l, n’est pas un sous-groupe invariant. Ainsi, tandis que b et f sont 
tous deux des nœuds de première espèce, en D et f se croisent 
respectivement deux et quatre triangles. De même c et g sont tous 
deux des nœuds de troisième espèce, où se croisent respective- 
ment quatre et deux triangles. 

Passons au groupe F,. Au lieu des substitutions (2) nous devons 
considérer les substitutions 


1,445 


D 


Les considérations habituelles montrent qu’on peut former le 
champ fondamental de F, avec Les bitriangles 1, S, TS. Remplaçons 
ensuite le triangle ombré $ et le triangle blanc TS par le triangle 
ombré ST! et le triangle blanc TS=! qui leur sont respectivement 


mt 
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homologues ; on obtient ( fi2. 42) un champ symétrique par rap- 
gues ; ,0n 5 
port à l’axe imaginaire. 


Fig. 41. 





Enfin, pour le groupe l,, on considérera les substitutions 


1, STS. 


Le champ fondamental (fig. 43) peut être constitué ‘par les 
bitriangles 1, S, T. 





On le rend symétrique par rapport à l’axe imaginaire (fig. 44) 
en remplaçant le triangle ombré S par son homologue, le triangle 
ombré S71, 

En ramenant les champs fondamentaux de F,, [, à des surfaces 
fermées, on obtiendra deux figures qui, par suite de l’équivalence 
des trois sous-groupes l;, l,, l,, ne différeront pas essentiellement 
de la figure relative à T;. 


97. Pour obtenir d’autres sous-groupes du groupe modulaire 

5 , 

nous utiliserons le principe suivant, dit PRINCIPE D'EXISTENCE DES 
SOUS-GROUPES ( !) : 


(1) On pourrait établir un principe analogue pour des groupes plus généraux 
que le groupe modulaire; mais cela ne nous serait d'aucune utilité. 
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Soient une surface fermée GC, et sur celte surface un réseau 
de 2s triangles. Supposons qu'on puisse diviser les nœuds du 
réseau en trois espèces : ceux de première espèce où se croisent 
» ou À triangles; ceux de deuxième espèce où se croisent 2 où 
6 triangles, et enfin ceux de trotstème espèce où se croisent un 
nombre pair de triangles. Supposons de plus que les trois 
sommets de chaque triangle appartiennent respectivement à 
ces trois espèces. [Il existe alors un système de sous-groupes 
de T d'indice s et équivalents. 


Indiquons rapidement la démonstration de ce principe, laquelle 
résultera encore plus clairement des applications ultérieures. 

Supposons les triangles de la surface GC, alternativement blancs 
et ombrés; prenons l’un quelconque des triangles blancs et faisons- 
lui correspondre le triangle blanc À du réseau modulaire. Éta- 
blissons une correspondance analogue pour les triangles adjacents, 
et cela de façon que les nœuds de première, deuxième et troisième 
espèce correspondent respectivement aux nœuds de même espèce 
du réseau modulaire. Nous obtiendrons ainsi dans le plan une 
figure connexe D, formée de bitriangles. À chaque côté de C, corres- 
pondra dans D, ou un côté intérieur, ou un couple de côtés situés sur 
le contour. Soient /, l! un de ces couples, 2 le côté correspondant 
de G,, b le triangle de D, auquel appartient /, a le triangle corres- 
pondant de C,, b' le triangle du réseau modulaire extérieur à D,, 
dont l’est un côté. Regardant comme correspondant au triangle & : 
de C,, non plus le triangle b, mais le triangle b' du réseau modu- 
laure, et procédant comme plus haut, nous pourrons construire 
une autre figure connexe D composée de s bitriangles du réseau 
modulaire, et qu’on peut considérer également comme correspon- 
dant à CG. En continuant de la sorte, on pourra trouver une infinité 
de figures du réseau modulaire, adjacentes entre elles, qui toutes 
pourront être considérées comme correspondantes à G;; et, en 
vertu des hypothèses faites sur le nombre des triangles se croisant 
en chaque nœud de C;, aucune partie du plan ne sera recouverte 
plus d’une fois. | 

Maintenant, comme on l’a vu, le champ D, peut être pris pour 
champ fondamental d’un sous-groupe de l d'indice s, dont nous 
savons trouver les substitutions génératrices ; et CG, n’est autre 


| 
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que la surface obtenue en déformant D, de façon à amener la coïn-. 
cidence des côtés homologues. De plus, si nous choisissons autre- 
ment le triangle de C,, correspondant au triangle 1 du réseau 
modulaire, nous obtiendrons en général un champ différent 
de D,;, et un sous-groupe différent du sous-groupe précédent. 
Mais ces deux sous-groupes seront équivalents, parce que leurs 
champs fondamentaux peuvent être ramenés à une même surface 
fermée. : 

Ce principe permet de construire, à l’aide d’un nombre fini 
d'opérations, tous les sous-groupes de F, d'indice fini s donné; 
on forme tous les groupements connexes comprenant le bi- 
triangle À et constitués par s bitriangles du réseau modulaire; on 
établit arbitrairement pour chacun de ces champs une correspon- 
dance entre les côtés extérieurs de la figure résultante, et on le 
ramène à une surface fermée, en amenant la coïncidence des côtés 
opposés. Si cette surface fermée satisfait aux conditions du prin- 
cipe d'existence, elle définit un système de sous-groupes équiva- 
lents d'indice s. Il est bien évident que cette facon de procéder 
donne tous les sous-groupes d'indice s du groupe modulaire. 


98. Occupons-nous en particulier du cas où le réseau tracé sur 
la surface fermée Cest régulier. Soient (n° 86) 2n,, 27:, 273 
les nombres de triangles se croisant aux nœuds de première, 
deuxième et troisième espèce, et désignons le réseau par le sym- 
bole (n,, ñ2, n3). Pour que les conditions du principe d'existence 
soient satisfaites, 7, doit avoir une des valeurs 1 ou 2 et », une 
des valeurs 2 ou 3. Cherchons les cas les plus simples en uülisant 


(n° 86) la formule 


3 
STLr or 
I a SE 
() Ê Dee 2 4 


1—1 





en se rappelant que p ne peut être négatif, et que s doit être mul- 
uple de ni, Ro, Rs. 

Pour simplifier, écrivons r à la place de n3. 

Voici les quatre types correspondants : 


COM (2, re) (253, 7°). 


Pete dt | Fin Ph J MUR A x EE PÉMVSRE ER SE TS 
Cr2%, .8 $ PE 
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Pour le type (1, 1, r), la formule (1) donne 


Lo Ma TRE ENT SR 
P=I-Ss+- A EN orb es 
J 3} PAT DRE 





d'où se 2, par suite s— 1 el,p 0 DANSE CAS ACTES ORNE 
symbole unique (1, 1,1); le réseau se compose d’un seul couple 
de triangles et le sous-groupe correspondant est le groupe modu- 
laire lui-même. 

Pour le second type (2, 1,7) 





S 
— — Li — ? 
n 75 


£sIe 


P=I-S+-+- =1— 





d'oùp—0, s << 4,et/puisque/s doibetreulh pi enr nie 
s— 2 et enfin r — 2. Le symbole correspondant est donc (2, 1,2); 
le réseau est celui de la figure 35; les quatre triangles se croisent 
tous au point e de première espèce et au point d de troisième 
espèce, tandis que les deux autres se croisent en chacun des points 
de deuxième espèce b, d. | 

Le sous-groupe correspondant est donc le groupe l';, déjà 
étudié. 

Pour le troisième type, on a 

S TEEN S 


S S c S 
D |——-$ Ne AE Ne 
2 3 FR 6 27 6? 





d'où p —0, 5-16 el commentées mulaple der 6er 2? 
Ilep résulter d'outil Sym boEr(r 67 ENonsEneEnQUs 





occuperons pas du groupe correspondant, qui ne présente pour 
nous aucun intérêt parüculier : il a pour champ fondamental les 
bitriangles 1,5, S?. 

Arrivons enfin au quatrième type. On a 





RTE S P—I s $ 
PE SERRE =I+ — — —, 
1 3 ' 2 12 21 
d'où 
127(P —1I 
(2) Ie PA 


r — 6 


[ci il y à un nombre infini de solutions; nous ne considérerons 
que les plus simples et nous désignerons par F,,, le sous-groupe 
correspondant au réseau (2, 3, 7°). 
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=, 
SJ 


Soit d’abord p = 0; alors 





on doit avoir r 6, et, puisque r est un diviseur de s, le quotient 
12 





doit être entier. Les valeurs possibles de r sont donc 2, 5, 4, à, 


» 


auxquelles correspondent respectivement les valeurs s —6, 12, 
24, 60. On obtient alors les réseaux suivants : 


(20,2); "c'est le réseau diédriquetpour m— 3; 1l donne lieu, 
comme on l’a déjà vu, au sous-groupe l;, que nous pouvons main- 
tenant désigner aussi par la notation ls, ; 

05) 10): C'estalcetesenu tétraédrique qui, d’après le principe 
d'existence, donne lieu à un sous-groupe invariant F3, d'indice 12; 

(2, 3, 4), c’est le réseau octaédrique qui donne lieu à un sous- 
groupe invariant [';, d'indice 24; 

(2, 3, d), c’est le réseau icosaédrique qui donne lieu à un sous- 
groupe invariant F,;, d'indice 60. 

Supposons maintenant p — 1. D'après (2), 7 —56, quel quesoits, 
d’où le symbole (2, 3,6). On peut le vérifier en prenant une 
partie finie quelconque du réseau (fig. 17) et la faisant corres- 


pondre à une portion du réseau modulaire de facon que les 
TT " Le 
DE de la première correspondent aux angles po 0 de 
d d 


la seconde. 


AVE 
an£ es mé 


Faisons enfin p = 2. La formule (2) devient 


12 7° 
02 





Se 


HO dOitiétredimseur. de ta OU .,8,10, 10, 12. 18,6 
s — 84, 48, 36, 30, 24, 18 : on a donc les symboles suivants : 


(2,3, 7), s = 84, 
NE Re CT 
(2,9, ORNE 66. 
62. 9 10) RSR 00 
(2,3 TO SET 
(2, 310) A 


Il 


Il est à peine besoin de rappeler que tous les symboles trouvés 
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représentent des réseaux arithmétiquement possibles; il resterait 
à examiner si, dans chaque cas, il existe effectivement un réseau 
régulier répondant aux données, et s’il en est ainsi on pourra affir- 


mer, en vertu du principe d'existence, qu'il existe dans Fun sous- 


groupe correspondant. 


99. Comme on vient de le voir, le réseau diédrique pour m = 3 
et les autres réseaux polyédriques donnent lieu à autant de sous- 
groupes de T. Nous ne donnerons la construction effective du sous- 
groupe que pour le réseau tétraédrique, nous bornant pour les 
autres cas à renvoyer le lecteur à l’Ouvrage classique de Kzern- 


FRICKE. 


Reprenons la figure 11, où pour simplifier nous désignerons les 


triangles blancs non plus par les symboles qui les caractérisent, 





mais par des numéros d'ordre allant de 1 à 12. Fendons la sphère 
suivant les lignes formées de gros traits et déformons convenable- 
ment le réseau. On pourra l’amener à coïncider avec une portion 
du réseau modulaire, ainsi que l’indique la figure 46. Cette partie 
du réseau est le champ fondamental du sous-groupe invariant T3, 
ou F,, de FT. 

Les opérations génératrices du groupe sont celles qui trans- 
forment l’un dans l’autre les bords correspondants des coupures, 
c'est-à-dire, ici, celles qui changent ag, a'd, a'"b, a"c respective- 
ment en &a”g,ad, a'b, a"c. Ge sont, comme on le voit sur la figure, 


Fe PEN 


T 





74 
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quatre substitutions paraboliques d'amplitude 3 dont les pôles 
sont respectivement les points co, — 1,0, +1. 






Fig. 46. 
£. nn. 
1e a, Lg 7 4 
(a o 1,7 1 
, \ L \ Ê É 
7 


Faisons dans la formule (2) du n° O1 successivement 


— 
| 


: M 10) MENT, 


PEN V—=—1]; 


on obtient les quatre substitutions 


b 5 ( Â 3 ) MNT EE — 2 3 
o ) ET PP (Le Die ‘ ) 


100. Soit un réseau régulier (2, 3, n) de 5s triangles situé sur 
une surface fermée C.. Si l’on fend la surface suivant certaines 
lignes et qu’on la déforme ensuite convenablement, on pourra 
l’amener à coïncider avec un ensemble connexe D, de 25 triangles 
du réseau modulaire. Le réseau modulaire est ainsi décomposé en 
une infinité de champs homologues de D,;, dans le groupe T,, 
défini par le réseau primitif. 

Puisque, en un nœud de première espèce aussi bien de CG, que du 
réseau modulaire se trouvent quatre triangles, à une ligne fermée 
de C,, tracée autour d’un nœud de première espèce, corres- 
pondra sur le plan une ligne fermée analogue; il en est de 
même pour les nœuds de deuxième espèce. Au contraire, tandis 
que sur la surface C, en un nœud de troisième espèce se croisent 


150 PREMIÈRE PARTIE. — GROUPES POLYÉDRIQUES ET MODULAIRES. 


an triangles, au nœud correspondant du réseau modulaire il 
s'en trouve une infinité, et, par suite, à une ligne fermée de C, 
entourant un nœud de troisième espèce, correspondra dans le plan 
une ligne ouverte allant d’un point à un de ses homologues, tra- 
versant À triangles ayant un sommet commun au nœud de troi- 
sième espèce correspondant à celui de G,. Et puisque toute ligne 
fermée de GC, équivaut à un ensemble de lignes fermées entourant 
chacune un seul nœud, on peut passer d’un point du plan à un 
quelconque de ses homologues dans l},, au moyen d’une succes- 
sion de mouvements analogues au précédent. 

En se reportant aux développements indiqués au n° 91, on 
peut exprimer ce fait en disant que toute substitution de Ts 
est un produit de substitutions paraboliques d'amplitude n. 

Or de telles substitutions sont équivalentes entre elles (n° 91), 
et comme d’autre part le sous-groupe F,,, est invariant, c’est-à-dire 
n'a d'autre équivalent que lui-même, l'}, contient toutes les 
substitutions paraboliques d'amplitude n du groupe modu- 
laire. 

Le groupe l'se réduit, aux substitutions près de l,,, à un groupe 
finit G», d'ordre s, qui lui est isomorphe; à la substitution iden- 
uque de G», correspond dans F précisément le sous-groupe l, 
et à chaque sous-groupe de G» correspond un sous-groupe de T 
contenant l';,,. Le groupe G,;,, peut aussi être considéré comme 
le groupe des transformations en elle-même de la surface C,. 


101. Un sous-groupe important de F admettant à son tour l'!, 
comme sous-groupe est le groupe formé par toutes les substitutions 


) de T pour lesquelles 


se Ô 
(1) a =Ô—=I, P=y=o (mod ); 


nous le désignerons provisoirement par Fih. Ces substitutions 
forment évidemment un groupe. En effet, de 


f O0 
( ; ( dire ue) 
y ô y! ô! — ya+0y + ‘B+5 NAN its 


«'= 0 =I, P'= "= 0 (mod n ). 








: }; 


| 
© 
8 
Il 
À 
n 
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On voit ensuite que F,, est un sous-groupe de F,»,; cela résulte 
(n° 91) de ce que toute substitution parabolique d'amplitude n 
satisfait aux congruences (1), par suite appartient à l',,,, et que 
chaque substitution de Fi,, est un produit de substitutions para- 
boliques d'amplitude n. 
Le sous-groupe l'in, est ineartant. 
= de # Sue : 
Soient = ;) une substitution quelconque de Fi, et 
«/ Ô ( 
l 
LA ! 
Qu ( ) une substitution quelconque de F. Si l’on pose 


! NS 
a" G" 
BEN Fe é s 


Ÿ Ô 
6] 


les expressions de 4”, 8”, y”, 9’ sont données par les formules (2) 


(n° 93), qu’on peut écrire en tenant compte de xd! — By — 1: 





"=  (a—5)x d — br'y + Lo + 0, 
D'—=— (x —0)x B'+ Ba? — 02, 
RCE tele 
d'—— (x —0)x' 0 + Bay — Bd + a. 


Supposons de plus que 4, 8, y, à satisfassent aux congruences (1); 
on aura 


d'= 0" 1], P= y = 0 (mod n), 


nta 7. à f] à ee 
en sorte que Q7'PQ appartient à Li41. 
On peut ajouter que Fi, est aussi un sous-groupe invariant 
de T'; en effet, 


(o 4 — 
APA — ( ue 
Y Ô 


y a—8+7—Ùù Ô 
pe = (* et }: ce=(, dr 


NS 
y O—e 
0 0 





et l’on voit que ces substitutions appartiennent à F,,,, en même 
temps que P. 


102. Pour établir que l'},: est un sous-groupe invariant d'indice 
fini, et déterminer cet indice, 1l convient de faire tout d’abord 
quelques remarques. 
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Nous dirons que deux substitutions 


sont congrues suivant le module #, et nous écrirons 


Pr (mod Ah) 


si l’on a 

(1) a'= a B'= $, Ye, d = Ô (mod n), 

ou bien 

(2) a'=— 1. = $, J=—", d'——0 (mod n). 


Toutes les substitutions de T,: el celles-là seulement satis- 
font à la congruence 


P=1 (modn) (1). 
SiT:,, contient P, il contient aussi P. 


StP=1, 
Ph PP = P? 


En effet, si «, 5, y; à satisfont aux congruences (1) du n° 101, 
DD quels que soient @/, f!, y!, à! 


a'a+Py=ua+y$8—=a, 


1 


! ! ! 


v'h 0! — = D — "7/1 
VA +-O0Y—=aY TYO0—=)Y; 


DURE 


et réciproquement. 


On a 


(:) Il est à peine utile de faire observer que 1 représente ici la substitution 
. : 12140 
identique ( }: ( 
DA 


; rat, Par ; 
Dorénavant, pour simplifier l'écriture, nous supprimerons dans les congruences 
la notation modn, quand cela ne donnera lieu à aucune équivoque. 
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PP ( SR eu 
Pres ; 

SE) pt ff nn 


pipe da v'8 te) 


N/ 


d'y To — By ad 
Supposons maintenant 


d=+tx B'=+ 8, V=+Ey 0e 0, 


1 


0 —=+(ao—fRy)—=—+E1r, 
0 = + (aù — 6y) =, 


ie 
a+ 8=o, 








y—Yyà=0 
Ï 2 


A1 à DE SP ns 
— $'y+ x 0 =HE(aù — By) = +1. 


Réciproquement, si l’on suppose 





NÉ 
CO)e 4 





By=—yB+a8—1, 


dB—Fi—=—;ax+xy—=0 


et si l’on tent compte de 


on à 





B(d—0d)—0(8—8)=0, 
— B(y—y)+Ô(ax— a) =0, 
— a (Y — y) + Y(a — a’) — 0: 





Muluplions la première de ces relations par à et ia deuxième 


par 


deuxième par — à; on obtient 





y et ajoutons-les, puis multiplions la première par $ et la 


Î— 0 = 0, B—6'=0o. 
Multuiplions au contraire la troisième par 6 et la quatrième 
par — y et ajoutons; on obtient 


! 


X—%4 = 0, Y—Y=0, 
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On peut procéder de la même manière en partant des hypo- 





thèses 
d'a —yB=- Fy+ad—=i1, 
ot QE NUS AIN 
PURE QI [0] { [90—=0 


103. Il résulte de ce qui précède que, si l’on représente par 
I, 1e Po, 


les substitutions de F,,:, et si l’on forme pour le groupe F le Tableau 


habituel 
I P, P; + 
Qu: Q:iP1 QiPe .) 
(1) 
QL02P AO EEE 


.. 


les substütutions de la première ligne et celles-là seulement sont 
congrues à 1. Deux substitutions d’une même ligne sont congrues 
entre elles, tandis que-celles de deux lignes différentes ne sont pas 
congrues. En effet : 


a. Par définition, Fi,: est l’ensemble des substitutions de F con- 
grues à 1; 
b. S1P; =, on à 
OLP= 0», 
d’où 
OQZP'æÆ QE ;; 


c. Si l’on avait pour AK 


QP,= Q:PR? 
on aurait aussi 
Qr=Q:P;PH—= 0; 
el, par suite, 


QZ'Q;=1: 


Alors Q3'Q% appartiendrait à la première ligne et, par suite, 
Q2:0Q;'Qx= Q% apparüendrait à la ligne qui contient Q, tandis 
qu'elle appartient à une autre ligne. 

De là résulte que le groupe Gix, est celui qu'on déduirait de F 
en considérant comme identiques les substitutions congrues sui- 
vantle module n. 


Donc, pour former le groupe G,,:, il suffit de prendre un système 
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de substitutions de F non congrues suivant le module ». La déter- 
mination d’un tel système nous fera connaître l’ordre de G1,1, c’est- 
à-dire l’indice de Th1. 


104. Une propriété nnportante des groupes G:,: est la suivante : 
soient S et FT les substitutions de Gyh: correspondant par 150- 
morphie aux substitutions de l désignées par les mêmes lettres, 
en sorte que 
(1) D, LR CHESRRSr 


on peut démontrer que les relations (1) sont les seules qui 
puissent exister entre S et T. 

Supposons en effet qu'entre S et T existe une relauon que, 
pour fixer les idées, nous écrirons sous la forme 


(2) Sa TSF TSYTSÈ— 1. 


Sur la surface fermée correspondant au sous-groupe F;,: prenons 
un point intérieur au triangle Î et traçons à partir de ce point une 
ligne traversant successivement les triangles 


s 


A A SC RTS Ce 0 S2 TS MMS TS ven 
Sa TSPTSYTSS. 


D’après (2), le dernier triangle se confond avec le triangle 1: 
nous pourrons donc revenir à notre point de départ après avoir 
décrit une ligne fermée. Cette ligne pourra être ramenée par une 
déformation continue à un ensemble de plusieurs lignes L entou- 
rant chacune un nœud du réseau. Imaginons que chacune de ces 
lignes soit composée de trois parties : d’abord une ligne / allant 
d’un point intérieur au triangle À à un point très voisin d’un 
des nœuds, ensuite un petit cercle c entourant ce nœud et enfin 
la ligne / considérée en premier lieu, mais parcourue en sens 
inverse. Or un nœud, suivant qu'il est de première, deuxième ou 
troisième espèce, est le transformé du pôle de la substitution T, 
TS ou S. Donc, M désignant un produit formé à l’aide de Set T, 
le circuit autour d’un nœud sera représenté par l’une des trois 


substitutions 
MT2M, M-(TSSM, M-1S2M. 


La higne / considérée correspond à un certain produit composé 
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avec S, T, et par suite l’une quelconque des lignes fermées L sera 
représentée par le produit 


(3) NU UMN1, 


U désignant T,, (TS); ou 5°. 

Dans tous les cas le produit (3) se réduit à l'identité en vertu 
des relations (1), et, par conséquent, le premier membre de (2), 
qui est équivalent à un produit d'expressions analogues à la précé- 
dente, se réduit identiquement à 1. 

Donc la relation (2) est une conséquence des relations (1). 

On déduit de là le théorème suivant, dû à Wazrer Dycx : 


SiSetT sont deux opérations susceptibles d’engendrer un 
groupe et satisfaisant aux relations | 


SUR, LEE (HSE Tr, 


ce groupe est holoédriquement isomorphe au groupe Gixi. 


105. Nous appellerons subsutution réduite toute substitution, 
unitaire ou non, dont les éléments sont des nombres entiers non 
négatifs, inférieurs à nr; et substitutions complémentaires deux 
substututions réduites dont deux éléments homologues quelconques 
ont pour somme Oo ou /1. . 


Une substitution réduite, dont le déterminant est congru à 1 
sutvant le module n, n'est égale à sa complémentaire que 
DOUTER 


TER AE 
Soil ( fl une telle substitution; les nombres 24, 26, 27, 20, 
AN SE 
dont deux au moins ne sont pas nuls, ont pour valeur o ou »?. Donc 
n doit être pair. Posons n = 2m : les quatre nombres x, f,y,ône 
seront pas tous égaux à mn, car autrement on aurait «ù — PRES 
deux ou trois d’entre eux seront égaux à m» et lesautres (ou l’autre) 
à o, et l’on aura 

d’où 


E m'=1 (mod2m), 
ce qui n’est possible que si m = 1, et par suite n — 2. 


Deux substitutions réduites distinctes ne sont congruentes 
entre elles que sielles sont complémentaires. 
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En effet, soient les deux substitutions réduites distinctes 


66 
N ) ! NOTE 
Cf [0] de (0) 


CRIE D'=— 8, Y = —Ÿ; OI 0" 


il faut et 1l suflit qu’elles soient complémentaires. 

Étant donnée une substitution quelconque de TV, on peut 
trouver une substitution réduite qui lui est congrue; telle est, 
par exemple, la substitution formée par les résidus minima non 
négatifs de ses éléments. Il suit de là, et en vertu de ce qui a été 
dit plus haut, que toute substitution modulaire est congrue 
à deux substitutions réduites complémentaires et à celles-là 
seulement; et que toutes les substitutions d’une méme ligne 
du Tableau (1) (n° 103) sont congrues à deux substitutions 
réduites complémentaires et à celles-là seulement. 

Ainsi, par exemple, les éléments de la première ligne sont con- 
grus aux deux substitutions 


FO Nr! o) 
: ; 
OM ( O 11 


Il est évident que, si une substitution réduite «| est congrue 
: fee te 


* 


à une substitution de F, ses éléments satisfont à la congruence 


(1) aù — y —=1 (mod x). 


: RME te a $ APR 
Réciproquement, st une substitution réduite ( 4 satisfait 
CY Ô , 
à la congruence (1), il existe des substitutions de T qui lui 
sont conglr'ues. 
Soit À le plus grand diviseur de # qui soit premier avec À; on 


pourra déterminer un nombre p tel que 
(2) np =1—$ (mod À). 
 Posons 


(3) =p+np; 


Y #p. e LÉ Le ci 
à Tan Ten 
L 3 … . É # à n 
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on aura, d’après (2), 
b=t (mod À). 


Il en résulte que b et À sont premiers entre eux, et que «et b 
ne peuvent avoir aucun diviseur Commun qui soit premier avec 7. 
D'autre part, d'après (1), &, $, ñ et par suite aussi &, b, n sont 
premiers entre eux. Donc 4 et b ne peuvent avoir aucun diviseur 
commun qui soit en même temps un diviseur de n. 


Il suit de là que l'équation indéterminée 
(4) ak — bh= g, 


où k et Æ sont les deux inconnues, est résoluble quel que soit g. 
Or de(1)et (3) on déduit 
ad —by=1 (mod »), 


qu'on peut écrire 





ad — by =1+nq 


ou, en combinant cette relation avec (4), 





nR) =, 


a(ô— nk)— b(y 


en sorte que la substitution 


2 B + np 
1 — nl D—nk 


appartient à F. D'autre part, elle est congrue à la substitution 
réduite donnée. Notre proposition est donc établie. 

Ce résultat montre qu'étant donnée une substitution réduite 
satisfaisant à (1), il existe une ligne de Tableau (1) (n° 103) 
formée par les substituttons qui lui sont congrues. 

Nous pouvons donc prendre comme éléments du groupe Gi 
des substitutions réduites satisfaisant à (1) moyennant les con- 
ventions suivantes : 

De deux substitutions complémentaires on. en prendra une et 
une seule ; ; 

Au lieu du produit de deux substitutions réduites, on devra 
considérer la substitution réduite congrue à ce produit. 


106. Désignons par (7) l’ordre de G,, c’est-à-dire l'indice 


LE GROUPE MODULAIRE ET LES SOUS-GROUPES CORRESPONDANTS. 159 
de l»}; on peut représenter ces derniers groupes respective-. 
ment par Gytry, Fu Le nombre u(n) est la moitié du nombre 
de substitutions réduites dont le déterminant est congru à 1, sauf 
dans le cas de 7 —= 5-où LIRE précisément égal au nombre de 





ces substitutions. 

Si l’on considère des substitutions homogènes, par rapport 
à deux variables, au lieu de Gr ROBAANUN STOUDE Gun) 
d'ordre 24(n) : dans ce cas, en effet, deux substitutions ne 


doivent être regardées comme congrues que sl 
\ 





LA LA ! O/ IN 
GE NT B'= 6, Ÿ =; Ô —=Ô0 


et non pas s1 


! 1 Q! NS 
(GENE D D'=— 6, Ÿ = —— Y, OO = — 0, 


Cherchons à déterminer 2u(n), c’est-à-dire le nombre des solu- 


ions non congrues de 





(1) aù — y —=1 (mod x ). 


Faisons d’abord une remarque. 

Soit ILE ILSS ir CLE7LS étant premiers entre eux. 

Chaque solution de (1) constitue une solution de chacune des 
deux congruences 


ù ad — By —=1 (mod), ai —Gy=t (mod n2 ). 





Récipfoquement, tout couple de solutions &1, fi, y1, 01; 
2, Be, Ye, do des congruences (2) donne lieu à une solution 4, 6, 
y, 0 de (1). En effet, puisque 7, et n, sont premiers entre eux, 


chacune des congruences 


- D Ni 
Na + 41= %, mb +6; £», Ni C + Yi = Vo; nid + d1= de 


(mod 72), 


où les inconnues sont &, b, c, d, admet une solution et une seule. 
Une fois trouvées a, b, c, d, les nombres 


4 = NA + A1, 
B = 710 + f:, 
Y = 7uC + Yi, 
O— T1 d' 0) 
salisfont à (1). 


160 PREMIÈRE PARTIE. — GROUPES POLYÉDRIQUES ET MODULAIRES. 


Il suit de là que 
(3) 2U(Mn2) = 2H(nR:)2H (7). 


Il suffira donc de déterminer l'expression de u(n) dans le cas où 
n est une puissance d’un nômbre premier. 

DOI 2 — D’, p étant un nombre premier. 

Si x n'est pas divisible par p et o£ 8 < p', la congruence 





(4) aù— by =1 (mod pr”) 


donne pour chaque valeur arbitraire de + une valeur de à et une 
seule, non négative et inférieure à p'. Puisque le nombre des 
valeurs possibles incongrues de y est y”, à deux valeurs données 
de «, 8 correspondent p” couples de valeurs y, 0. 

Si & est divisible par p, 8 ne l’est pas, et alors, pour chaque 
valeur de à prise arbitrairement, on_a une seule valeur de 7 et, 
dans ce cas encore, p” couples de valeurs y, ô. 

Donc à chaque couple de valeurs à, $ moindres que p’ et 
non divisibles toutes deux par p, correspondent p” couples de 
valeurs y, 0 satisfaisant à la congruence (4). 

Calculons le nombre des couples de 48. Les valeurs de 4 moindres 
que p” et non divisibles par p, en nombre p' — p'-!', peuvent être 
associées à chaque valeur de $ moindre que p’, ce qui donne 
lieu à p”(p" — p'-!) couples; au contraire, les valeurs de x divi- 
sibles par p, en nombre p'-!', peuvent être associées aux valeurs 
de $ non divisibles par p, d'où p7='(p" — pt) couples. 

Le nombre total des. couples est donc 


Cor pr) (pr pr) = pri à), 


Ï 
por (1 — à) 
L p° 


\ 


ce qui donne 


solutions de (4) et, par suite, 
(9) sp(p) = pri): 


S1 donc 
n mA k Ps 


APE, 
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la relation (3) montre que 


I I I 
2U(n = (1-2) ee (5). 
PV | Pi | Pi P} 


Pour le cas de p— 2, r —1, il faut remplacer dans la for- 


mule (5) 2u(p') par u(pT). 


La relation (5) donne 
H(2)=6, : u($)=12 p(f)=24,  p($)= 60, 


en sorte queles groupes l,,,, et l',, coïncident pour n — 2,3, 4,5. 
Mais cette coïncidence cesse dès que nr > 5; en effet F,,», est un 
sous-groupe de F d'indice fini, tandis que (n°98) T,,, est un sous- 
groupe d'indice infini. 


107. Supposons que n puisse être décomposé en deux facteurs 
Ni, A+ premiers entre eux 


N—= Niño, 
alors 


SUUURBULUr1) 2 C7) 


Si P et Q désignent deux substitutions homogènes quelconques, 
le groupe Gyçn) du paragraphe précédent contient une substitu- 
uon S et une seule, telle que : 


S = P (mod n:), S = Q (mod ns). 


Remplaçons P successivement par toutes les substitutions du 
groupe Geu(n,)) et faisons Q = 1; nous obtiendrons pour S un sys- 
tème de 24(n,) substitutions homogènes incongrues suivant n, et 
toutes congrues à 1 suivant /». 

Ce système est manifestement un groupe, il ne diffère pas 
essentiellement du groupe Goyy,) et par suite peut être représenté 
par le même symbole. Donc Goyçn) contient Goyy,, Comme sous- 
groupe. 

Il est facile de voir que c’est un sous-groupe invariant : en effet 

dl 5 ) 
soient S une quelconque de-ses substitutions et T'une substitution 
quelconque du groupe G:yç), On à 





TST=T IT =1 (mod nr ). 
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De même Guy) Contient Gays) COMMe sous-groupe Invariant. 
De plus, les substitutions des deux sous-groupes sont permutables. 
En effet, soient S, et S, deux substitutions quelconques de G:,4,, 
et Goytr,)) en sorte que 


S=1 (mod 2), S2=I (mod n»;); 
on à alors 
S mod; hÉ mod 
S 1 9° = Fe SE ne D 
S> (mod) | S (modAn3) 
d’où 


Sr Sa Es S2 5 Le 


On peut donc appliquer au groupe Gy/», les considérations du 
n° 14, permettant de construire les sous-groupes de Goyyr) quand 
on connaît ceux de Goyn) Et Goum): On peut donc, dans Ja 
recherche directe des sous-groupes de Gy,»), se borner au cas où 
nest une puissance d’un nombre premier. 

Nous examinerons seulement le cas extrêmement simple où n 
est un nombre premier. 


108. Mais, auparavant, il convient de donner quelques explica- 
uons sur certains symboles introduits par GaLois dans la théorie 
des nombres. 

Si N n’est pas un résidu quadratique d’un nombre premuer, 
la congruence 

æ?= N (mod p) 


n'a pas de solutions. 


Introduisons, comme dans la théorie des imaginaires, un 
symbole & défini par la congruence 


e2= N (mod p). 


Nous appellerons € un 2ombre imaginaire et nous désignerons 
sous le nom de nombres complexes les expressions de la forme 
a + be, a et b étant des entiers ordinaires. 

Deux nombres complexes & + be et a+ b'esont dits égaux si 


Lt EN y S 
a—=@, b— 0". En particulier, un nombre complexe a + be est 
DS 0 bi 0. 
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Lesnombresa+be,a—besontdits conjugués; soita+be—=a, 
nous écrirons & — be — à. 
Deux nombres conjugués ne peuvent être égaux que s'ils sont 
réels. 

SOA 


il en résulte 





ou bien 


Mais si a? et b? ne sont pas nuls, a? est un résidu quadratique; 

Ê Ù Î LACS 
tandis que b? est un non-résidu, donc la congruence ne peut avoir 
lieu que si a = b = 0, c’est-à-dire 


dd — 4 —=0;: 


Si a, b sont deux nombres complexes et si ab =0o, on doit 
avoir soit a = 0, soït b = 0. 


Supposons 


a=a+bes#o, b— a+ b'e. 
De lhypothèse faite 1l résulte 
o=aab—(a— bN)(a + b'e)—(a?— bN)a'+(a?— bN)b'e, 


d’où 
(a?— BN)ja'=(a— bDN)b'— 0; 
mais 
a?— LN Zo, 


donc a = b'= 0 et, par suite, b=o. 

Dans le champ des nombres ordinaires et complexes {oute con- 
gruence du second degré (suivant un module premier) «a deux 
racines (et deux seulement), égales ou distinctes. 

En effet, la congruence 


(1) ax'+20x+c—=o (mod p) 
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peut s’écrire 
(à) (ax + b}?= b?— ac (mod p). 


Si db? — ac est un résidu de p, 1l existe comme on sait deux racines 
de (2) et par suite de (1); si b? — ac est un non-résidu, on pourra 


poser, d étant un certain nombre, 


b2— ac = d'N (modp), 
d’où 
| ax + b=XE de (modp), 


x =— be + des (modp), 


e représentant le nombre qui satisfait à la congruence 


ae =1 (mod p). 


On démontre, comme pour des nombres ordinaires, qu'une 
congruence de degré m suivant un module premier ne peut 
avoir plus de m racines. 

Soient 

a—=a+be, a—a— be 


deux nombres complexes conjugués. On aura 


ap = al + (P)ar-ire (Phases bPeP 


I 2 


\ 


pri 
= AL LbPER ENT OU ON 


puisque, d’après le théorème de Fermar, a?! = bP-1 = 1, 
De plus, N étant un non-résidu de p, N * =—:1, et alors 


Ar atmbDe == a. 
De même 


a? = à, d’où a? = à, 
et, par conséquent, 
(3) aP—1= Fr. 


Cette dernière formule est la généralisation du théorème de 


FERMAT. 
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Il suit de là que la congruence 
(4) * ap læ=r (modp) 


a précisément un nombre de racines égal à son degré; en effet 
elle est satisfaite par tous les nombres complexes & + be non con- 
grus à zéro suivant le module p, et leur nombre est précisément 
p?—1, a et b pouvant prendre n'importe quel couple de valeurs 
sauf le couple 0,0. 

De ce théorème on déduit la conséquence suivante : Sr q est un 


diviseur de p? — 1, la congruence 
Le 


æI=I (modp) 
a q racines. 
La démonstration est la même que pour les nombres ordi- 
naires. 
Il peut arriver qu'une racine a de la congruence (4) soit aussi 
racine d’une autre congruence de la forme 


æ'=I (mod p) 


où r <Tp?—1. On démontre facilement que si r est le plus peut 
nombre pour lequel a° = 1, p?— 1 est un multiple de r. On dit 
que le nombre a appartient à l’exposant 7; les nombres apparte- 
nant à l’exposant p? — 1 s'appellent racines primitives de p. 

St lès nombres à,, à: appartiennent respectivement aux 
exposants ri, r2 premiers entre eux, le nombre (')a—=aa; 
appartient à l’exposant r = r;r. 

Soit, pour un certain nombres, a = 1, d’où a’ = a. Posons 


af =a=b; 


si €, est le plus grand commun diviseur de 7', et de s, {, celui de 


(1) La notation a-! indique, dans la théorie des nombres, le nombre b satis- 
faisant à la congruence 
ab =1(modp). 


Ce nombre existe toujours et est déterminé d’une manière unique relativement 
au module p, quand p est premier et a n’est pas multiple de p, ou plus généra- 
lement quand a est premier avec p. De mème, on représenté par ca-! le nombre 
b qui satisfait à la congruence 
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r' et de $s, on aura 


rA $ Ta S 
A ñ Pres 
Aa; Au, A, Aa; =, 
d’où 
1 lo 
D‘: = bu 


Or, r, et r sont premiers entre eux; donc il en-est de même de 


CA Va | ) \ . Ar 
rh. a et, par suite, d’après la relation précédente 
1 2 


ou bien 
a =a; =: 


Il résulte de là que s doit être un multiple commun à 7, età 7. 
Donc la plus petile valeur de.s pour laquelle af = 1 est s — 7,70. 


Tout nombre premier p admet des racines primitives et plus 
généralement &l existe des nombres appartenant à tout expo- 
sant, qui est un diviseur de p? —1. 

Soit 

PE Pi Pre 
où Pr, p>2 représentent des facteurs premiers différents. 
S1 g est un diviseur de p? — 1, on aura 


avec 


Si = Tu S2 


Puisque p°! est un diviseur de p? — 1, la congruence xP=1 à 
Si 


: racines; certaines d’entre elles sont d’exposant p*, sans quoi 
elles seraient toutes racines de la congruence 
xp le 1, 

Il existe donc des nombres appartenant à l’exposant pi et aussi 
des nombres appartenant à l’exposant p*, etc. Au moyen de ces 
nombres, et en vertu du théorème précédent, on peut former 
des nombres appartenant à l’exposant q: 

Soient en particulier 


q =p+I 
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et t un nombre appartenant à l’exposant g; les racines de la con- 


gruence 

(5) æP+I= 1] 

seront 

(6) 1, tot st et =. 


De la relation générale a? = a trouvée précédemment on déduit 


D'autre part, on ne peut avoir t? = t, car 1l en résulterait 


TEL Ne 


et & n'appartiendrait pas à l’exposant p +1. D'où il suit que t 
n'est pas réel. 
Posons donc 
= C + di, 


d n’est ni nul, ni multiple de p. 
D'après cela, étant donné un nombre complexe quelconque 


‘a—a—+ be, 
on peut trouver un nombre ordinaire / tel qu'on ait 


Id= b (modp), 
d’où 
a—=a+1lde =(a—lc)+itt (modp}), 


en sorte que tout nombre complexe peut être mis sous la forme 
RE T 
Staa=1:,a est une puissance de t. 


En effet, comme a = a?, on a dans le cas actuel a? = 1, en 
sorte que à est une racine de la congruence RM are suite est 
une des quantités AUS E 


Les substitutions linéaires 


À OA 
(7) ë REE 
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où a et b sont deux nombres complexes liés par la relation 
aa  _bb=—1 (modp) 
forment un groupe. 


En effet, si | 
LA ! 

fe a't+b 
b'é + a 


est une autre substitution de même nature, c’est-à-dire telle que 
aa —b'b=1: (modp), 
le produit des deux substitutions est 


24 (ata bib) a bEtb'a) 
7 (basab)eabbss) 
et l’on a 


(a'a+b'b)(b'b+a'a)—(a'b+b'a)(b'a+a'b) 
— (aa — bb)(ata ph) —7. 


La transformée d'une substitution quelconque € = P(E) de 
la forme (5), par une substitution 


ad 
FE 

CUS: LEURS PET. 

(£) EME 
[qui n'appartient pas au groupe (5)]est une substitution & = P(E) 
du groupe Gytp) et La somme des éléments extrêmes est la même 
dans les deux substitutions. 


Posons en effet 





a=m+ne, DAT PSE; 

on trouve 

4 

Cia 

A PAT) 

Yée 

avec 
a=Mm—T, B=— n—5, y=—Nin—s), dm +; 
de plus 
a — By =: (modp), a+Üi—a+a. 


I suit de là que {e groupe des substitutions (3) est holoédri- 
quement somorphe au groupe Gyp. Donc dans les questions 
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purement formelles, c’est-à-dire où l’on fait abstraction de la na- 
ture des opérations qui composent les groupes, il est indifférent de 
considérer l’un ou l’autre de ces deux groupes. 

Nous représenterons le groupe (7) par Gy(p). 


LD 


109. Ces notions établies, arrivons à la recherche des sous- 
groupes du groupe G,,», et observons de suite que, p étant premier, 
on à 
p(p?—1) 


2) 


m(p)= (2). 

Commencons par les sous-groupes cycliques d'ordre p. 

L'un d’eux, G}, se construit immédiatement; 1l est formé de 
l'identité, de la substitution 


S(z)=3+1 


et des puissances 2°, 3°, ..., (p — 1)" de S(z). 
Pour trouver d’autres sous-groupes cycliques, considérons 
sroup yYCuqUuEs, 
d’abord ceux qui sont équivalents à G,. 


S 
Ÿ Ô 


On a (voir n° 91) 


() Sn | M r a? ): 


% La 
Soit P = ( à une substitution quelconque de Gp). 


—"FYMREIERT A! 


Pour que P soit permutable avec G,, 1l faut que la substitution (1) 
soit une certaine puissance 5° de S el, par suite, qu'on ait y = 0. 
Il est facile de voir que cette condition est suffisante. 








Maintenant si Y=0,ona 


alors à peut prendre toutes les p — 1 valeurs incongrues suivant p, 
et à chacune d'elles correspond une valeur unique de à, et 6 peut 
prendre p valeurs incongrues. Nous avons donc en tout p(p — 1) 
substitutions de Gyp,, permutables avec G,. Mais elles sont 


(') La formule serait inexacte pour p = 2 (voir n° 106); nous supposerons que 
p est un nombre premier impair. 
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deux à deux égales, puisque 


UE |) 


sont une seule et même substitulion. 





Done, il y a ee substitutions de Gy;p) distinctes, permu- 


tables avec G,. Il résulte de là (n° 13) que le nombre des sous- 


groupes équivalents à G», y compris G», est a ee 
ou p +1. Les substitutions de ces groupes (en faisant abstraction 
de l’idenuté) sont toutes différentes. En effet, si deux d’entre eux 
avaient en commun plus d’une substitution, le nombre des substi- 
tutions communes, c’est-à-dire l’ordre du sous-groupe commun, 
devrait être un diviseur de l’ordre commun p des deux groupes, 
ordre que nous savons être premier. Donc le nombre total des 
substitutions contenues dans les p + 1 sous-groupes équivalents 
est (p +:1)(p —1)oup?—1, sans compter l'identité. 

Si l’on représente en général par 5 la demi-somme du premier 
et du dernier élément d’une substitution, il résulte de (1) que, pour 
les substitutions des sous-groupes considérées, 5 = 1. Naturelle- 
ment, on peut aussi écrire ç = — 1, puisqu'il est permis de changer 
le signe de tous les éléments d’une substitution. On peut donc 
dire que pour les substitutions du sous-groupe G, et des sous- 
groupes équivalents, on a 


DEN 


24 





110. Déterminons les sous-groupes cycliques d'ordre 


Si & est une racine primitive de p, au sens ordinaire, la substi- 


a O 
R= 
En 


d'ordre ==. En effet, on a 


tution du groupe Gy(») 





engendre un groupe cyclique (air 


l 
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nes 
avec a Æ EI pour r << = fandis que 
2 


p—1 pi 








en sorte que la première puissance de R qui soit congrue à 1 est 





celle d'ordre — On trouve (n° 26) 


A] 


20ar— ya —abf(ar— ar) 


(1) P—1RrP — | 


vÈ(ar— ar ada-"— Byar 
Fo, ( { 


Supposons d’abord que 28 et 0 ne sont pas tous deux nuls; pour 
que cette substitution soit une puissance de R, il faut que 


Al— aie 0, 


PET 





c'est-à-dire a? = 1, ce qui est impossible pour 7 < 


Donc on a nécessairement 








ab =0, YŸ= 0, 
c’est-à-dire, soit 
B=y=0 49 =I 
il 1 ni 
SOIT 
æ=Ô—=0, Gy=—1 


Les deux substituuons correspondantes sont 


œ [e] O GRà 
RE = jé — - 
hi Ci Ée FD : 


La première est une puissance de KR. En effet, puisque 
1,4, a,..., a! est un système complet de résidus non congrus 
suivant p, il existe, quel que soit «, un exposant s tel que a = 0. 
JUS 

2 





La seconde est une substitution d'ordre 2. Il existe substi- 


tutions de ce genre; elles sont en nombre égal à la moitié du nombre 
. Û / x # ; 
des valeurs distinctes non congrues à zéro, que peut prendre 4. 
Donc G,_, est permutable avec ses propres substitutions et 


2 





: LE : ; nee 
aussi avec - substitutions d'ordre 2; c’est-à-dire en tout 


avec p — 1 subsüututions. 
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Il suit de là que le nombre des sous-groupes équivalents à G,._ ; 
5 p=1, 


2 
d( 


DE SUR ATEN 
D oMplus Crest ns: (p— 1) où ———. 


D) 


On peut démontrer que ces sous-groupes n’ont, deux à deux, 
d’autre opération commune que l'identité. Soient R,, R, les opé- 
rations génératrices de deux des sous-groupes cycliques considé- 
rés, et soit une opération commune telle que l’on ait 

Ri= R;, 
on pourra écrire 


REZ R$ = R;t RS Ro= R3tR4 Ro. 


D'après cela, R, serait permutable avec le premier des deux 
sous-groupes, sans Jui appartenir et.:pour p <5 ne serait pas 
ardr 1 . ] Ü 
d'ordre 2, ce qui est impossible (!). 


Le nombre total des substitutions diverses des db sous- 


4 : SNRUE = I 3 
groupes est done, outre l'identité See X< —: 


PS) CD SR 
ñ 


Pour chacune de ces substitutions, on a, d’après la formule (1), 


HET 
CO 
2 
d’où 
AT ler 9 
O2 — I] —= , 
D 
ce qu'on peut écrire 
2—1=R, 


R désignant un résidu quadratique de p. 


A1. Déterminons maintenant les sous-groupes cycliques d'ordre 
ptit: 


A 


- Le procédé est analogue à celui du paragraphe précédent, 


avec cette différence que a est remplacé par t. 





(*) Pour p —5 le sous-groupe Gp—1 et ses équivalents sont d’ordre 2 et par 
2 


“A 


suite ne peuvent avoir d'autre substitution commune que l'identité. 
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NI 


La substitution du groupe Gutp) 


t _o 
R — 
e mL 


engendre un sous-groupe G,,, d’ordr re À 


2 


| tro 
Rr— es We) 


# 


. En effet, on a 











+1 
ROUTE = TD Dour r << Ê ee tandis que 








En sorte que la première puissance de R qui soit congrue à 1 est 





celle d'ordre Z - QE 
(ré b\ 
= ul 
on à 
( ) P_1R'P _ Fu 
I RAP — EN 8 L 
ADOUEENET)  aat = bbt” 


Pour que cette substitution soit une puissance de R”, il faut que 
l’on ait tout d’abord, en supposant que ni à, ni b ne soient nuls, 


t'—1"=0 


* On doit donc 





ou {= 1, 
avoir soit b = 0, soit a = 0. 


Dans le premier cas, aa —1, donc (n° 108) a est une puissance 


destsoitat dou 
0 
ET }=8, 
o ts 


et alors P appartient à G, 1. 


2 


À 


Dans le second cas, on a 
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est alors une opération de période 2. Le nombre des opérations de 


DEA 


ce genre est , c’est-à-dire la moitié de celui des solutions de 





2 


la congruence bb = —1, nombre qui est précisément p +1 ete 

Donc G,., est permutable avec ses propres substitutions et aussi 
2 

2 substitutions d'ordre 2; bstitu- 

avec substitutions d'ordre 2; en tout avec p +1 substitu 





tutions. Il en résulte que le nombre des sous-groupes . ÉQuiva- 
lents à G,:, ou à G,,1, y compris le groupe lui-même, est 
2 2 
RAP PPT ANR 
=  (PHOUIOUESSS | 
Pour chacune de ces substitutions [voir formule (1)] 


tt 
(0 Ph res me 
2 


1 RME Fe 2 
S?—1—= (—) . 
2 


Mais t” —t "7, différence de deux nombres conjugués, est égal 


d’où 


au produit d'un nombre ordinaire {/ par € 


tr — lé, 
par suite 
- [2 P 
G?— 1] — = e? — dE N 
: { 
; : ; [2 
ou plus simplement en désignant par N le non-résidu — N 
Œ 
oc’ —1—=N, 


formule applicable également aux substitutions de G,,, et de ses 


2 


(:) Si k est une solution de la congruence bb = — 7, toutes ses solutions 
sont 


k;,'kt, Kt?, "rt 
En effet soit K' une autre solution, les congruences 


kk'= —: k'k'=—1 
donnent 


d’où ($ 108) 
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équivalents, puisque (n° 108) s a la même valeur pour les substi-- 
tutions correspondantes des deux groupes Gy/p) et Guçp) 


112. Puisque pour les substitutions des groupes cycliques 

? 2 sn à LA n ? A : < Le 
d'ordre p, 5? — 1 est congru à zéro, que c'est un résidu de p diflé- 
P — 


I 
et un non- 





rent de zéro pour les groupes cycliques d'ordre 


Diste 


. . 4 I 
- Ë or s d’ordr les grou 
résidu de p pour les groupes cycliques d’ordre > les groupes 





des trois espèces ne peuvent avoir d’autre substitution commune 
que l'identité. 

Le nombre total des substitutions qu'ils contiennent est, en y 
comprenant l'identité, 


HR Peas NEO LUE Rte 


1+(p?—1) F E 


c’est-à-dire 
D Taie ME 


2 


Ces groupes considérés dans leur ensemble contiennent donc 
toutes les substitutions de Gy{p), et par conséquent G,,,9) ne contient 
comme groupes cycliques que ceux que nous avons trouvés el 
leurs sous-groupes. 

La formation de ces sous-groupes ne présente aucune difficulté. 

Tout d’abord p étant premier, G, et les groupes équivalents ne 
contiennent aucun sous-groupe. 

. ÈE ; ue 1 

Pour G,_,ou un de ses équivalents, sit est un diviseur de de , 


— 4 





2 


t : à ' Des he lu. ) 
FR’ engendrera un groupe cyclique d'ordre et l’on peut en 
dire autant de G,,, et de ses équivalents. 
1 
En particulier, suivant que p= +1 (mod 3) (!), c’est-à-dire 


cr | te | 








ou lenombre ? 


suivant que le nombre Ê — est divisible par 3, 


le sous-eroupe G,_, et ses équivalents contiendront chacun un 
O Ï pri 


"À 
sous-groupe cyclique d’ordre 3. Le nombre des sous-groupes 


- (1) Nous laissons de côté le cas de p = 3, correspondant au groupe tétraé- 
drique, dont nous avons déjà fait une étude détaillée. 
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/ 


É ; (Het) ; 
cycliqués d'ordre 3 de Gy(p) est donc EE et, puisque chaque 


groupe cyclique d'ordre 3 contient deux substitutions d'ordre 3, le 
nombre des substitutions d’ordre 3 de Gyyp) est p(p +1). 
Considérons le cas du signe supérieur (+). Chaque substitution 


F4 ei 


CL (eo) À : 
de G,_, a la forme ( ): pour qu’elle soit d'ordre 3 on doit 
O 


2 


avoir 
ou 
qu'on peut écrire 
(ar Hi)(a+a"+i)=o (mod p ). 


Et comme les facteurs a”, a" Æ 1 ne peuvent être congrus à zéro 


a+ a"=+ti (modp) 
ou 
26=—+1 (mod p). 


à ; AU 250 
De même, dans l’autre cas, pour que la substitution se 
Me 


de G»., soit d'ordre 5, on doit avoir 





2 


A 


t=—(modp), 
d’où, comme plus haut, 


tot —+i (modp) 
ou \ 
26—=—+I1 (mod p). 


Ce résultat qui s'applique également à la substitution correspon- 
pante de Gyyp, (voir n° 108, III) s’étend immédiatement à toutes 
les substitutions d'ordre 3 de Gyp); Car on voit facilement qu’elles 
appartiennent à des sous-groupes équivalents (d'ordre 3) des sous- 


. 
4 


groupes équivalents (d'ordre =). 
Cette relation 
26=EI (mod p), 


caractérise les substitutions d'ordre 3 de Gutp;. En effet de 


at pidit = #N 
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on déduit, en élevant les deux membres au cube, 
air+ a-ir+3(a"+a")= Er 


ou successivement 


3 — — 
air + a ir E 9 = 0, 
aÿr+itoair= 0, 


APRES rEN, 


On peut faire un raisonnement analogue dans l’autre cas. 
Ainsi, par exemple, selon que l’on a p=Æ+i(mod4), c’est-à- 


: ‘ — I + 1 : . 
dire suivant que F ou — est pair, G content un sous- 
2 





DEA 
2 


4 





groupe cyclique d'ordre 2. 
Le nombre des sous-groupes cycliques d'ordre de Gytp) est donc 
af : ; j , ; 
_— c’est aussi le nonrbre des substitutions d’ordre 2. 


: 7 ; ar O0 
Dans le cas du signe +, pour que la substitution ( 1 
O (4 0 
de G 


21 SON ONIrE 2 MONACO VOIR Gi = 1 Melon pas 


2 
a =+1, car on aurait en même temps a’ =a”"=+ti,etla 
substitution considérée serait l’identité; ou bien on aurait encore 
d'+aT=o, cest-à-dire os = 0. 
De même dans le cas du signe —. 
La relation a'+a7—=o caractérise bien les substitutions 
d'ordre 2, puisqu'on en déduit 


aT—=— 1. 


113. Passons à la construction des sous-groupes non cycliques 
de Gyip)- 

Considérons d’abord le groupe maximum admettant comme 
sous-groupe invariant le sous-groupe G, déjà étudié (n° 109). 


) 


. il 
Comme on l’a vu, il est d’ordre BE 


P 


et comprend les substtu- 


. ei \ . . , A 
üons de la forme ( ni où 5 est arbitraire et « soumis à la 
O 


seule condition de ne pas être congru à-zéro. Prenons la substitu- 
tion pour laquelle = 0, et où à est une racine primitive de p, elle 
engendre un groupe cyclique G,_, (n° 110). 

2 


V. 12 
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Le groupe G,,Y-1 Contient, outre Gps les groupes équivalents 


SE (ue Lui différent tous entre eux, puisque, commeilestfacile 


dele Éte G,_, etS ne sont pas permutables. Le sous-groupe G,, 


2 
PT et leurs sous- 





les p groupes cycliques précédents d'ordre 


PA 


groupes sont les seuls sous-groupes cycliques de G,,,_,. Car le 


nombre des substitutions distinctes comprises dans ces groupes est 
— I : D(p —1) 
+ Cp) +p (2 DE SE _ : 

2 / 


C’est précisément le nombre total des substitutions de G,,,_s. 


9 


Le sous-eroupe G,,,_ ar sa définition même, n'étant pas 
5 P ptp—1 P ) 


2 
permutable avec ses propres substitutions, appartient à un système 


de 
PÉPIEL) ED CD EE) 


= + I 
2 2 E 


sous-groupes équivalents à Gyp. On dit que ces sous-groupes 
sont hémimétacycliques. 





Si { est un diviseur de le sous-groupe cyclique G 


p—1 
TT 


n° 112) nous permettra d’obtemir, comme plus haut, un sous- 
P ut, 


groupe non cyclique G,, pp de Gyc 


2 


Les sous-groupes Fa construits sont les seuls renfermant 
un sous-groupe cyclique d'ordre p. Pour le démontrer, il suffit de 
faire voir que les seuls sous-groupes de Gyçp) contenant G, sont 
G,ip-1 et quelques-uns de ses sous-groupes. Soit en effet Gy, un 

9 


sous-groupe de Gyp) différent de G,,,_1, contenant G,, mais non 


2 


PAPE) 


contenu dans G,(»_n. 
2 


Le groupe Gr contiendra au moins une substitution 


dans laquelle ÿ £ o et comme S appartient à G, et par suite à Gy, 
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on voil que les trois substitutions 


Sud QSU-ar = Qi = (: .) 


ER I O 
Q? = }: 
. = ii Ï 


appartiennent aussi à G/. Donc G, contenant S et T, doit coïn- 
cider avec Gy(p): 


114. Considérons maintenant le groupe des substitutions 


de Gyçp permutables avec G,_,. Il comprend les substitutions 
2 





al ‘ . . 
dot et À — autres substitutions d'ordre 2; ces p — 1 substi- 
N72 


PICPE 0) 
2 


tutions forment un groupe diédrique. Il existe groupes 


de ce genre, tous équivalents. 


PR) . 
En partant de G,,:1, on trouve de même HS TOUpés dié- 
2 
driques équivalents d'ordre p + 1. 
La recherche des sous-groupes contenus dans ces groupes dié- 
driques ne présente aucune difficulté. 


Occupons-nous seulement de ceux d’entre eux qui sont trirec- 


tangles. 
Soit d’abord p=1(mod4). Alors, le groupe diédrique G,_, 
PI 
contient l'opération R * qui est d'ordre 2. De plus, le polygone 


DEA 


de côtés, 





auquel se réduit le polyèdre, ayant un nombre pair 


ses axes de symétrie sont deux à deux orthogonaux, de sorte qu’il 
p—1 
4 





y,a couples d’axes de symétrie orthogonaux (axes équato- 
riaux) formant chacun un trièdre trirectangle avec l’axe de rota- 


uon R (axe polaire). Les deux rotations d’angle +, dont les axes 
p— 
sont orthogonaux et la rotation R * forment donc, avec l'identité, 


DS 





. . . . Ï 
un groupe trirectangle. On obtient ainsi groupes. 
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, : . o P on :é | e . 
Tous ces groupes sont équivalents si ee est impair, parce que 
les couples d’axes précédents se composent chacun d’une médiane 
P —— 


. . . I . 
et d’une diagonale du polygone; tandis que, si est pair, une 





moitié de ces couples comprend deux médianes, et l’autre moitié 
deux diagonales, en sorte que les groupes trirectangles comprennent 
P —1 


8 
kJ \ c SE I 
Le sous-groupe Gr appartient à un système de PRE 1) sous- 


2 
, Le - : : PEL PIRE EAN 
groupes équivalents, puisqu ilyaen tout LT sous-groupes 





deux systèmes de groupes équivalents. 


trirectangles. Mais il est évident que chacune de ces figures est 
répétée trois fois, puisque chacun des axes peut être considéré 
comme un axe polaire successivement dans les trois rotations. 


Il y a donc PAPE 
24 


sous-groupes trirectangles de G,p) : 1ls 


sont tous équivalents ou se partagent en deux systèmes de sous- 
groupes équivalents suivant que p =5 ou p =1(mod8). 

Soit, au contraire, p =—1(mod/4). Par un raisonnement ana- 
logue, on trouve que le nombre des sous-groupes trirectangles 


T Psp. (Pat) DApPhE TA 
Ce —— SN 


est > ou encore et qu'ils forment un ou 
»] 4 2 


deux systèmes de sous-groupes équivalents, suivant que p = 3 
ou p="7(modé) 

P (p?—1) 
24 
rectangles formant un ou deux systèmes de sous-groupes selon 

que 


En résumé, dans tous les cas, 1l y a sous-groupes tri- 


Il 


p=+3 ou Pp=E4 (mod 8). 


On pourrait supposer que, dans le cas 


p=XEI (mod 8), 


les sous-groupes trirectangles de G,_, ou de G,,,. bien que n'étant 

pas équivalents entre eux, soient cependant équivalents, lorsqu'on 

les considère comme sous-groupes de Gp); 11 n’en est rien. En effet, 

p(p?— 1) 
24 


supposons que les sous-groupes trirectangles soient tous 


équivalents, alors chacun d’eux (n° 13) est permutable avec 


pp? =1) ; P(P?>a) 


= 12 substitutions 
D 24 
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formant un certain groupe G,2, dont le groupe trirectangle con- 
sidéré G; est un sous-groupe invariant. Supposons que G, soit un 
des groupes trirectangles contenus dans le groupe cyclique Gh+1. 
Les substitutions de G, seront 





P étant une certaine substitution d'ordre 2. Mais si 


p=XEit (mod 8), 
en posant 


le groupe diédrique d'ordre 8 
DOYONS NS PO PY, PY2,. PYe 


se compose de substitutions permutables avec G;,; il devrait donc 
être contenu dans G,2, ce qui est impossible. 


E RE 
. 1 substitutions d'ordre 2 dans Gy(p), et 


On à vu qu'il y a 


que R et, par suite, toute autre substitution de ce genre appartient à 


PE: 
4 





sous-groupes trirectangles. Si l’on observe que tout groupe 
trircctangle contient trois substitutions d’ordre 2, le nombre total 


des groupes trirectangles qui en résulte 


PÆ1 p(pÆtr) _ p(p?—1) 
4 2 24 


Q9| = 


est égal au nombre de groupes déjà trouvé. Donc 1l n'existe pas 
d’autres sous-groupes trirectangles que ceux qui ont été considérés. 


PGDrel) 


24 
, Û : : : : 
sous-groupes trirectangles sont équivalents entre eux, ce qui a lieu 


115. Nous avons dit, un peu plus haut, que, si les 


pour 
p =+E3 (mod 8), 


l’un de ces sous-groupes G,; est permutable avec douze substitu- 
tions. Le groupe G,, formé par ces substitutions admet G; comme 
sous-groupe invariant. Soient1, X,, X:, X, les substitutions de G,, 
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celles de G,; peuvent être rangées dans le Tableau suivant : 


I, Le X», X3, 
Zi, Ziki, ZiXo, ZLiX3, 
Lo, ZoXi, ZoXo, ZoX3. 


Puisque G, est un sous-groupe invariant de G,2, on en conclut, 
au moyen d’un raisonnement déjà fait (n° 84), que G,2 se réduit, 
aux substitutions de G,; près, à un groupe G3 d’ordre 3, néces- 
sarement cyclique. Soit © le symbole d’une congruence aux substi- 
tutions près de G;, on aura 

LOS TE DZ, 
c'est-à-dire 
ZL$i=:1 ou Zi= X;, 


d’où, dans tous les cas, 
Z$=1, 


G;2 content donc une substitution Z? d’ordre 3. 
Posons 


On pourra remplacer le Tableau précédent contenant les substi- 
tutions de G,2 par le suivant 
[, X:, X», X3, 
L3, ZL3 Xi, ZL3 X>, Z; X3, 
ZX AR ZX 
On a | 
CROSS. enr, 
d’où . 
(Z3X1}=1 ou (ZX) = X}. 


Donc, dans tous les cas, 


(ZX) Pr. 
(Z3X1) = Z,X%, 


(Z,Xh})=1. 


Cette relation peut se mettre sous une autre forme. En effet, 
l'élément Z;Xz, appartenant à la troisième ligne du Tableau, est 
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égal au produit d’un des X, X,, par exemple, par Z,;, en sorte qu’on. 
peut écrire également 
(X/2,)3 == 


Et alors les relations 


Zÿ = 1, X?=1, (X/2, = 


montrent (n° 104) que le groupe G;2 est, aux notations près, iden- 
tique à G43,; c’est, par suite, un groupe tétraédrique. 

Puisque tout groupe tétraédrique contient un seul sous-groupe 
trirectangle invariant, le nombre des sous-groupes tétraédriques 


À — I , » ë = 
de Gyçp) est PE SE) Ils sont tous équivalents; 1l n’en existe pas 
24 


d’autres uisqu'il n'existe pas d’autres sous-scroupes trirec- 
[ (| 





tangles ). 
116. Si 
p=+EiI (mod 8), 
: trirectangle G tient à stème de 271) 
un groupe trirectangle G,; appartient à un système de TE 


sous-groupes équivalents et, par suite, est permutable avec 
Q F 


DID DR RNEET) 
£ / 


— 24 substitutions, 
. 2 ÂS 


formant un groupe G,, qui admet G, comme sous-groupe inva- 
SrOupP 24 Q 5 

riant. 
Soient 


en 


REX: =) RES 





les substitutions de G,; on sait que 


D, — X3; 


de plus, comme on l’a observé (n° 114), les substitutions permu- 
tables avec G, 


forment un groupe diédrique G4 dont G; est un sous-groupe inva- 


» 
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riant. Puisque G3 est sous-groupe de G,;, on trouve, en suivant la 
marche habituelle, que G:, doit contenir une substitution Z 
d'ordre 3 qui, combinée avec G;, donne un sous-groupe tétraé- 
drique G,2 de G,. Or, G>, renferme deux autres sous-groupes 
analogues à G; et qu’on peut construire en prenant, au lieu de Ÿ,, 


L L 
Yo = X2 ou Va — A. 


il contient donc les neuf substitutions suivantes d’ordre 2 


X1, X, X3, Yi Xo, Y1X3, Y2 X:; Yo X3, Y3 Xi, Y: X. 


D'autre part, si Z;(i— 1,2, 3, ...,8) sont les huit substitutions 
d'ordre 3 de G2, 1l est impossible que les ordres des produits 
ZiY;' soient tous différents de 2, car alors 1l resterait au plus 
sept substitutions d'ordre 2, tandis que nous savons, d’autre part, 
qu'il y en a neuf. Indiquons par 


ZI Y 
un des produits considérés d'ordre 2, d’où 


Zn = WY.. 
Les relations 


Yi=i1, Wi=i, (WY:}=:1 s 


montrent que G:, coïncide avec G,,, et est, par suite, un groupe 
: t 
octaédrique. 


2—] Se 
ILE PAPER} groupes octaédriques, se partageant en deux 
ô 24 
systèmes de sous-groupes équivalents, et ce sont les seuls sous- 
groupes octaédriques. 
Les sous-groupes hémimétacycliques, diédriques, tétraédriques 
et octaédriques trouvés ne conduisent pas à des sous-groupes plus 
amples, puisqu'ils ne sont permutables qu'avec leurs propres 


substitutions. 


117. Voyons maintenant si le groupe Guçpy admet des sous- 
groupes icosaédriques. 

Pour p—5, Guy est le groupe“icosaédrique lui-même, 
La 

2 


2 


soit donc p=>>5. Dans ces conditions, il faut que soit 
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un multiple de 5, d’où 
p=ÆEI (mod 10). 


Soit d’abord 
P=1i (mod ro). 


Alors G,_, contient quatre substitutions d'ordre 5 


2 


pt 
H= ROMA Et 


(} 
De plus, on peut trouver dans G,,?) une substitution Z d’ordre 2 
telle que ZH soit d'ordre 3. En effet, posons 


= (° 4 en ER 
7 Ô 10 


( k) CT 0 ) j ; 
ZH = = à 
VAR O J'TE y TE0 ar 


Or Z étant d'ordre 2, et ZH d’ordre 3, on aura (n° 112) 





nous aurons 


| 
Lu. 
& 
À 
To 
5 
Ne” 


a+0=0,  aa"+ôa"=r  (modp) (!), 
d’où 


a(ar— ar") =1 (mod p), 


relation qui détermine 4, car si l’on avait 


0 


la subsutution H se réduirait à l'identité. 
On a ensuite 


By=—1+ 20 =—1— a? (mod p), 
d’où 
By(ar— de)? = (ar — ar)? — a2( ar" — ar }2 
=—(al"— arT)—1 
=—[ar+ar—:;]. 


Cette dernière expression ne peut être congrue à zéro, sinon on 


aurait 
ar + al =I (modp), 


et alors ( n° 112) H? serait d'ordre 3. 


/ 


(1) Il est inutile d'écrire + 1 dans le second membre, puisque nous pouvons 
prendre arbitrairement le signe de «. 
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Nous obtenons ainsi pour chaque valeur arbitraire de 6 non divi- 
sible par p, une valeur correspondante de y, d’où la possibilité de 
déterminer p — 1 substitutions Z, telles que 


L2=1, (ZH}3= 1. 


Ces relations, jointes à H5=1, montrent (n° 104) que le sous- 
groupe de Guy», engendré par les substitutions H et Z coïncide 
avec G;;,, c’est donc un groupe icosaédrique. 

Puisque G,_, contient quatre substitutions d’ordre 5, et que, 


ae 


pour chacune d'elles, on peut déterminer p—1 substitutions 
d'ordre 2, on obtient 4(p — 1) sous-groupes icosaédriques; et, en 

| a . pp +1) 
tenant compte de ce que Gp appartient à un système de Fores 7s 


2 
sous-groupes équivalents, on conclut que le nombre total des 


2 , Q + 1) 
sous-groupes icosaédriques de Gp) esl FT TES ou 


2p (p?—1). 


On arrive à la même conclusion dans le cas de 


P=—1 (mod 10). 


D'ailleurs ces sous-groupes ne sont pas tous différents. Le nombre 
des sous-groupes distincts s’obtient en divisant 2p (p?— 1) par le 
nombre de couples de substitutions analogues à Z, H contenues 
dans le groupe icosaédrique. Proposons-nous de déterminer ce 
nombre. 

Soient S la substitution modulaire qui, considérée comme appar- 
tenant au groupe icosaédrique G,:, = G59 est d’ordre 5, et 


SE 
4 ;) 


une substitution d'ordre 2 du groupe icosaédrique précédent telle 
que ZS soit d'ordre 3. 


Puisque 


18 = (° he JL nn (mod 5), 
y $/.\o y Ô 


on doit avoir (n° 112) 
t+—Ô—=0o, 4+-y+Ô=iI (mod 5) (1), 
EE RS ve nee ee eu 
(*) Voir la note de la page 185. | 
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et en tenant compte de 
aù —fy=1 (mod 5), 


il vient 
Y=I1, B=—1=0? (mod 5), 


en sorte que x peut prendre ici cinq valeurs différentes; mais 
une fois fixée la valeur de x, $ et y sont déterminés, et y est 
toujours CONgru à 1. 

Donc à la substitution S correspondent cinq substitutions Z, et 
l’on peut en dire autant de chacune des substitutions d'ordre 5 
appartenant à C4,. Le nombre cherché est donc | 


ER = NT 20 


et le nombre des sous-groupes icosaédriques distincts de G,,», est 


2 Ge à) 
60 
Comme nous le verrons plus loin, G,/», n’admet aucun sous- 


groupe comprenant un sous-groupe icosaédrique. Il suit de là 
y 2 , S 2 1 

qu'un sous-groupe icosaédrique de Gyutp) n’est permutable qu'avec 

ses propres substitutions et appartient par conséquent à un SYS- 


tème de 


sous-2roupes équivalents. 


2 
27 , + AE 
Donc les AE sous-groupes icosaédriques se partagent en 

60 D 


2 
! 2—_]I : . RS 
deux systèmes de PP sous-groupes équivalents, que nous dési- 
) 


gnerons par les notations abrégées À et B. 


LE 2—1] : SITE 
Puisque Gp, admet ee sous-groupes icosaédriques et 


D'ÉPEE=1) ; , , s) o ET 

— 5j sous-groupes tétraédriques, que de plus (n°67) chaque 
groupe icosaédrique comprend cinq sous-groupes tétraédriques, 
il y a 


AA es < 
SUP} ne JS PRE ES 


60 24 


sous-groupes icosaédriques admettant un même sous-groupe tétraé- 


drique. 
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Rappelons, aussi, que les cinq sous-groupes tétraédriques 


DE LA PAPIERS) 
in groupe 1 rique sont équivalents, que les = sous- 

d’un groupe icosaédrique q 14 " 

groupes tétraédriques de Gyp) sont tous équivalents ou bien se 

partagent en deux systèmes de sous-groupes équivalents, suivant 

que 


ste) ou D A1 (mod 8). 


Il 


P 


. ? 27 
On voit alors que, dans le premier cas (p= #3), tous les Le 1) 


sous-groupes tétraédriques devront figurer dans les deux systèmes 


A et B, tandis que, dans le second cas (p= #1), Li. 


PUpI=n) 


48 


figu- 


reront dans le système A et les autres dans le système B. 


Donc les deux sous-groupes icosaédriques qui contiennent un 
même sous-groupe tétraédrique ne sont pas équivalents sip = +3, 
etle sont au contraire si p = + 1(mod8). 


118. Démontrons maintenant que Gy,p) n'admet pas d’autres 
sous-groupes que les sous-groupes trouvés précédemment. 

On a déjà déterminé complètement (n° 113) les sous-groupes 
contenant un groupe cyclique d'ordre p; on peut donc se 
borner aux sous-groupes Gy, ne renfermant aucun groupe 
cyclique d'ordre p, de sorte que qg devra être un diviseur 





2— 1 : ; 
de À - Or, les seuls sous-groupes cycliques, dont l’ordre soit 
2 


Œu 


différent de p, sont d'ordre égal à Z ou à un diviseur d’un de 





ces deux nombres. Si donc on désigne par G,, un sous-groupe 

cyclique de G, qui ne soit contenu dans aucun autre sous-groupe 

Pp+i 
2 





: Me ==. il 
cyclique de G,, r, sera un diviseur de — ou de et G,. sera le 


plus grand sous-groupe commun à G, et à G Les substitutions 


pl 
2 


de G,, permutables avec G,_, comprennent, comme on l’a vu, celles 
pr 





à " =] ; À 
du groupe lui-même et autres substitutions d'ordre deux, 
obtenues en multipliant l’une d’elles par les substitutions de G,_1. 


2 
Donc, suivant que G, contient ou non une substitution de ce genre, 


permutable avec G,, il y aura 27, ou r, substitutions de Gy per- 
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mutables avec G,.. Indiquons en général par 5,7, le nombre de 
telles substitutions, s pouvant prendre les valeurs 1 et2; G,, appar- 


tient à un système de dus. sous-2roupes équivalents qui dans leur 
- G171 D ? 
| l ; . Cl). g RE 
ensemble, contiennent, outre l'identité, Dr ou Dstitutions 
11 


distinctes. 

Si G, contient encore d’autres substitutions, cherchons dans 
l’ensemble de ces subsututions (auxquelles nous adjoindrons 
F) rage _ . A ® 
l'unité) un sous-groupe G,, analogue à G,, et poursuivons cette 
recherche jusqu’à ce que nous ayons considéré toutes les substi- 
tutions de G,. Nous aurons ainsi décomposé G, en plusieurs sys- 
tèmes de sous-groupes équivalents respectivement à G,., G,,, ..., 
G,. et nous en conclurons 


(Tr; CFSAER 
pd =D Siri 


PE 1. 
c’est-à-dire 


I 


PPT NNRNNNE 
Er 


Nous avons, d’autre part, la relation évidente 


(1) q = 





(2) q26iri DE D EN). 


car G, devant contenir 6;r'; substitutions permutables avec G,., n 
peut être d’ordre inférieur à o;r;. 

On obtüent enfin une troisième relation de la façon suivante. 
Soient G,,, G,, des groupes d’ordre impair, X;, X4 leurs substi- 
tutions génératrices. Les sous-groupes 


X%° Gr, X 4 (SOC. 7 — 1) 


sont tous distincts. En effet, G,, 
propres substitutions, et avec des substitutions d'ordre pair. Or 


n’est permutable qu'avec ses 


Xx, appartenant à un groupe G,, d’ordre impair, ne peut être 
d'ordre pair. | 
De même, les sous-groupes 


À}. Gry X;, 


sont tous distincts et 1ls n’ont évidemment aucun élément commun 
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avec les sous-groupes précédents. Or les premiers sous-groupes 
contiennent, outre l'identité, 7°x(7 — 1)substitutions, et les seconds 
en contiennent r4(r;—1). On a donc pour chaque couple de 
nombres impairs Tr, TR 

QI TRUTR—I) + TR(Tr— 1), 
c'est-à-dire 


(3) 22h TL Th ET EE 
119. L'étude des relations (1), (2), (3) va nous conduire au 


résultat cherché. 
Tout d’abord, les coefficients 5; étant égaux à 1 ouà2,on a 








et comme dans le second nombre de (1) le dénominateur doit être 
positif, on a À 3, d’où trois cas à examiner : À—=1, À —2, À—3, 
Soit d’abord À — 1. Les relations (1) et (2) deviennent 
I 3171 S 
ZE —————————————  — LA € PO 
7 Paoli TT SRE 
9171 





et, par conséquent, 
G171—1y—+ISI 


ou bien 
(—1)r1< 0, 
d’où 
S1—1<0 
et, par suite, 
CREER JEU 














7 He 11 Lou 
1=— Le. 
G17'1 Co /'9 
Eu er er, 
+ 
4 1 TITRE 
= ———————————© = ——— <Lor—=0c7 
Ta CNT CPE à 
DT 2 là 


relation en contradiction avec l'inégalité (2). 
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Dour sos ir, 





J 9, 
==, ae , 
2 Pl Do I 2 
T — — ———— — + — —1I 
24 A) 721 Ta 
; ; : É 
ce qui exige qu on alt 
1 2 
mn ee el 
r lo 





Puisque /', 1, on dOitiaVOIre re 4, dOUL— 2 OU la — 9. 
S1 l2— 2, 7, peut prendre une valeur quelconque, et il en résulte 
QUE 27: 0172 — dL0Nadécessairementri— 2, d'OÙ 7 — 12. 

Dans les deux cas, l’inégalité (2) est satisfaite. 

Quant à l'inégalité (3), il n'y a pas lieu de s’en servir puisque 
l’une des quantités r est paire. 


Enfin; pour; — 05:11, 








I. I 
== == , 
7 Fi Fa —I ” I 
1 — — — + — —1 
ri Le) Ton T2 
d’où nécessairement 
I 
PU EE 1 
Ti ra 


ce qui est impossible, puisque r, et 7, sont au moins égaux à 2. 
SOILENIN À — 021015 


éd --0 0, 











Ï à) 
ZE Es 3 
7 Ta Ron TEST I I I 
1 —— — — = Se ae es ri] 
273 279 273 Ti l'a T3 
; ere 
c’est-à-dire 

I 1 1 2 
he 
ri l'a 3 


C’est la relation (2) du paragraphe 37, où n est remplacé par g, 
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et dont on a déterminé les solutions qui sont les suivantes : 


M0, RÉETON r; quelconque, HT, 
Pier, Po = 00 V3=10, JU 
T2, To Ta 4, Ji = 24; 
T2, Te. TS = 0, Ji 00: 


Il est facile de vérifier que l'inégalité (2) est toujours sausfaite ; 
quant à l’inégalité (3) elle n’est pas satisfaite pour k — 2, # —5, 
et par suite la sOlUTIONn Ne ONE Crée] ELET 


POUT 0 002 0-0 














TES Es 
Ti—1 To — I T3 — 7 I I I 
M LE ie 1 CAR ÉRECRES 
271 2 Ta 13 O7 272 13 
et comme 
I I I 1 I 1 
— + — + —ISS+S+-=—I=0, 
2ri 29 r3 4 4 2 
q serait infini ou négatif. 
Pour 50 000 
I 1 
Le Fo Ta — 1 D TANT ] 1 3 
27] To T3 2/1 Ta T3 2 
et comme 
1 I I SAM I I 3 I 
— ++ ——- SH + — - =— > <Lo, 
271 ro T3 SNA D à 2 4 
q serait négatif. 
Enfin pouroi=c 0100 
Te J I 
À rit Fe Va OR : 
© — —— — — + — + — —02 
ri l'a r3 14 Ta T3 
mails 
I I 1 Pa) 1 
ie SERRE SE 0 
ri ra T3 2 2 


et q serait négatif. 
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En résumé, on a, pour les solutions du système, 





(a) MTS ee) de r\ quelconque, CINE 
(à) (A2,  s1=9, Cr r quelconque, 
| r quelconque, He =; PNEETEM Re 
HAN PESTE O2. del 2, TNESEX T9) 
(d) (RAS: T1—= T—= 3 — 2, Fi = 2, Fa — 2, 
| ra quelconque, JR Te 
Me A UT, — 00 — 03 2 NT On NASA O9; 


120. Voyons quelle est la signification de ces solutions. 

La solution (a) représente évidemment des groupes cycliques. 
Les solutions (b) et(d) représentent des groupes diédriques, la 
“4 


” 4 ; Q ; 
première pour + impair, la seconde pour “. pair. En effet, dans le 
2 2 


premier cas, les sous-groupes du second ordre sont tous équi- 
valents, et chacun d’eux n’est permutable qu'avec ses propres sub- 
stitutions (5: — 1). Dans le second cas, ils se partagent en deux sys- 
tèmes de sous-groupes équivalents (!); chacun d’eux est permutable 
avec ses propres substitutions et avec deux autres (5: = 2,5; — 2); 
correspondant respectivement aux deux rotations d'ordre 2 autour 
de l’axe polaire et de l'axe équatorial perpendiculaire à l’axe de 
la rotation non nulle de ce sous-groupe. 

La solution (c) représente un groupe tétraédrique. En effet, le 
groupe correspondantcontient un sous-groupe d'ordre 3 permutable 
avec ses propres substitutions (7e = 3, 5: —1) et appartenant par 


, x : 12 STE 
conséquent à un système de Fer Â sous-groupes équivalents. Ces 


sous-groupes contiennent en tout huit substitutions d’ordre 3. Les 
trois substitutions restantes (outre l'identité) sont d'ordre 2 (7, = 2) 
et permutables entre elles (5, — 2); elles forment donc avec l’iden- 
tité un groupe trirectangle qui, étant unique, est nécessairement 
invariant. Il suit de là (cf. n° 115) que le groupe considéré est 
tétraédrique. 


La solution (e) représente un groupe octaédrique. En effet, le 


(:) Ces sous-groupes se composent de la rotation nulle et d’une rotation + 
autour d’un axe. Ces axes sont tous situés dans le plan équatorial du dièdre. 


ie 3 


19 
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‘l 
O3 l'a 
cycliques d'ordre 4 équivalents G;, G;, G;. Sotent Y, Y’, Y’ leurs 


substitutions génératrices, on à 





groupe correspondant contient tout d’abord — 3 sous-groupes 


YAGIY = CG NN NE 


et aussi 
Y1GYEC ON PTE 


Donc, dans tous les cas, 


—9 # FAR ! +) LA Dre 1! 
Y2GY= 6, 0e GC 


et, puisqu'une substitution et sa transformée sont du même ordre 


T_9V19 Ar ! T = T9 CR ee. T9 
Y2YeY2— Ya,  Y-2Yr2y2— Vre, 


on aura de même 
V2? Y’2 Y'2 _ Y'2 


Le groupe contient donc trois substitutions d'ordre 2, permu- 
tables entre elles, Ÿ?, Y’?, Ÿ*? qui, avec l'identité, forment un 
sous-groupe trirectangle. De plus, comme les sous-groupes G:;, 
G',, G; forment un système complet de sous-groupes équivalents, 
les substitutions Y?, V?, Y”? sont équivalentes entre elles et le 
sous-groupe trirectangle auquel elles appartiennent est invariant. 
11 résulte de là (cf. n° 116) que le groupe considéré est octaé- 
drique. 

Enfin, la solution (f) représente un groupe icosaédrique. 

Le groupe G5, défini par f, contient ae — 15 groupes Gr» équi- 


valents po 0 Nr ER EE = 10 groupes G3 équivalents 


_— Le 2e EME ARS ss FRET 
(52,730); eL ne 6 groupes G; équivalents (53— 2, r3—5). 


Soient X,, X,,..., X,; les quinze substitutions d'ordre 2, et soit Y 
une substitution d’ordre 3. Considérons un des produits X;Y, et 
supposons d’abord qu'il représente une substitution d'ordre 2. 
Posons 
Xe N 
d’où 
VX IX en 
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Les trois relations 


XF =1, X?=1, (X:;Xr} = 


(2 


montrent (n° 104) que les X; et X; ou, ce qui revient au même, 
les X; et Ÿ engendrent un groupe diédrique G; d’ordre 6. Or, 
s> étant égal à 2, chaque sous-groupe G;, est lui-même sous-groupe 
invariant d’un sous-groupe diédrique G$ de G65, et par consé- 
quent G4, renferme dix sous-groupes diédriques d’ordre 6. 

Parmi les substitutions de ces derniers sous-groupes pris dans 
leur ensemble figurent vingt substitutions d’ordre 3, et comme 
dans le groupe G59 il y a précisément vingt substitutions d'ordre 5, 
on en conclut que chacune de ces substitutions figure dans un 
seul des groupes Gç. D'autre part, chacun des G; contient trois 
substitutions d'ordre 2; donc, à chaque substitution Ÿ d'ordre 3 
correspondent trois produits X; Ÿ d’ordre 2. 

Supposons au contraire X; Ÿ d'ordre 3, alors 


Y3= 1, DO E- (X;Y)}3= 1, 


les Y, X; engendrent (n° 104) un groupe tétraédrique. Puisque 
chaque groupe G: est permutable avec deux autres substitutions 
d'ordre 2 (5,—2), les 15 groupes G>: se partagent en 5 systèmes 
de 3 substitutions, les substitutions de chaque système étant per- 
mutables entre elles. Nous aurons donc 5 groupes trirectangles, et, 
par suite, 5 groupes tétraédriques. Ces derniers comprennent en 
tout 40 substitutions d'ordre 3, et, puisque les substitutions de 
cet ordre sont au nombre de 20, chacune d’elles figurera dans deux 
groupes tétraédriques. D'autre part, chaque groupe tétraédrique 
contient 3 opérations d'ordre 2; donc à chaque substitution Y 
d'ordre 5 correspondent 6 produits X;Y d’ordre 3. 

Les 6 produits restants X;Ÿ seront nécessairement d’ordre 5. 
Soit Z l’un d’eux, on a 


Z = X;Y, Y=xX 2 =X,;Z, 
et les relations 


25= 1, X/=" (X;ZY=1: 


montrent que les substitutions Z, X;, ou bien encore X;, YŸ en- 
gendrent un groupe icosaédrique. 


196 PRÉMIÈRE PARTIE. — GROUPES POLYÉDRIQUES ET MODULAIRES. 

Donc notre groupe G4, contient un sous-groupe icosaédrique ; 
or, tout groupe icosaédrique étant d'ordre 60, G, est lui-même 
un groupe icosaédrique. 

On voit donc bien que Gyp, n’admet pas d’autres sous-groupes 
que les sous-groupes cycliques, hémimétacycliques, diédriques, 
octaédriques et icosaédriques. 

Et comme chacun des sous-groupes trouvés. est invariant, on en 
conclut encore que, st p est un nombre premier, Guy) est un 


groupe simple. 


DEUXIÈME PARTIE. 


LES FONCTIONS ET LES ÉQUATIONS POLYÉDRIQUES ET MODUDAIRES. 


Formes et fonctions polyédriques et modulaires. 


121. On dit qu’une forme algébrique binaire est invariante 
pour une substitution linéaire, si la substitution a pour effet de 
laisser la forme inaltérée ou de la multiplier par un facteur con- 
stant. Dans le premier cas, on dit aussi que la forme est absolu- 
ment invariante. 

On dit qu'une forme estinvariante dans un groupe de substitu- 
tions linéaires et homogènes, si elle est invariante pour toutes les 
substitutions de ce groupe. 

Il est évident qu’une forme est invariante pour une substitution, 
si cette substitution a pour effet de ne rien changer aux racines 
de la forme ou de les échangerentre elles, et ce sont les deux seuls 
cas possibles. Il suit de là qu'une forme n'est invariante dans 
un groupe fini de substitutions homogènes G;,,, que st elle 
admet pour racines un ou plusieurs systèmes de points homo- 
logues relativement au groupe correspondant G, de substitu- 
tions non homogènes. 


On appelle formes invariantes fondamentales relatives à un 


! 


groupe homogène G:, 


ou au groupe non homogène correspon- 
dant G», celles dont les racines constituent un système unique de 
points homologues. Toute forme invariante est un produit de 
formes fondamentales. Les formes fondamentales au nombre de 
deux pour les groupes cycliques, de trois pour les groupes polyé- 


driques, sont de degré 7 (n° 80). Ce sont des puissances d'ordre y; 


= AM ° r 
des formes de degré —, dont les racines sont des nœuds du réseau, 
u 
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et on les désigne spécialement sous le nom de formes fondamen- 
tales simples. 

Pour construire le type le plus général des formes fondamen- 
tales correspondant à chaque groupe fini, nous utiliserons la 
remarque suivante : 

Une forme fondamentale est tout à fait déterminée, si l’on se 
donne une de ses racines, par suite l'expression la plus générale 
d’une forme fondamentale contient un seul paramètre arbi- 
traire. 

Nous construirons donc pour chaque groupe les formes fon- 
damentales simples, nous en déduirons une forme invariante de 
degré n contenant un paramètre arbitraire, et nous aurons ainsi la 
forme fondamentale la plus générale invariante dans le groupe 


considéré. 


122. L'application des considérations précédentes aux groupes 
cycliques est immédiate. 
Il y a, dans ce cas, deux systèmes de nœuds formés chacun d’un 
seul nœud d'ordre 7 et situés respectivement à l’origine et au 
: ARR ; à 1 ; Z 
point à l'infini. En désignant par (z,, z:) le point —, ces nœuds 
22 
sont représentés par (1, 0) (0, 1). Donc les deux formes simples 


sont 
PP, = he Ag Po — pr FA 


Soient D, F; les mêmes formes où 3,, 3: ont été remplacés 


[4 


21 æ 
pal ER M 
ARE OR VENTE DES Ni PR 


Appliquant les substitutions (n° 71) 


hTi hTi 





7,7 € * Zi, Z2, = € 39 (BORNE EN PR + Et DE 


du groupe cyclique homogène, nous trouvons 
Pie fr=(u) ere CSD PERLE, 
Pen Ff=(—i)si=(—ib=(—1)#F5, 
Posant ensuite 


(1) F=AF?+Fe, 
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* 


on aura, quel que soit T° 
2 


FÉVR 


Donc (1) qui est une forme invariante contenant un seul para- 
mètre représente la forme fondamentale la plus générale pour le 


’ 


groupe cyclique considéré. 


123. Avant de passer aux groupes polyédriques, développons 
quelques considérations préliminaires. 

Étant donné un groupe polyédrique, les nœuds du réseau cor- 
respondant se partagent en trois systèmes de points homologues, 
auxquels correspondent respectivement trois formes simples FY, 


S N n pre o VON L . 
F?, F5: F,, F:, F3; désignant des formes de degrés —; —;, —. Si, 
FOMÉ SRE 


comme cela a lieu effectivement dans tous les cas que nous ren- 
contrerons, une substitution du groupe a pour effet de multiplier 
chacune de ces trois formes par le même facteur, l'expression 


F = A EFY + À FY:+ 373 


sera une forme invariante fondamentale, quelles que soient les 
valeurs de À,, À2, A3. Mais la forme fondamentale la plus générale 
contenant un seul paramètre, les fonctions F°:, F*, F5 ne peuvent 
être linéairement indépendantes, c'est-à-dire qu'il doit exister 
entre elles une relation linéaire et homogène à coefficients con- 


stants 
(1) ME + Fr + Fi o. 


En tenant compte de cette relation, F se réduit à 


ou a Ou Ba hot) Fi Os pa Asp) F]= M Fi, 
1 


et dans cette expression figure un seul paramètre. 

Nous construirons pour chaque groupe polyédrique les formes F,, 
F°:, F3; nous établirons la relation (1) correspondante et nous 
trouverons que dans tous les cas une des trois formes est le déter- 


minant fonctionnel des deux autres. 


1924. Les nœuds du réseau diédrique Nr sont les nm som- 
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mets du polygone équatorial, les m2 points milieux des arcs sous- 

tendus par les côtés et Les deux pôles. Puisque les sommets du po- 
. As RP , Je ; Tr Ces , 

lygone divisent l’équateur en n parties égales. Puisque le polygone 

régulier a mn côtés et que l’un des sommets est situé au points —1, 

les valeurs de z correspondantes seront les racines de l'équation 


binome 


be 0) 


Le second ensemble de points divise aussi l'équateur en mn par- 


ni 


Lies égales, et comme l’un d'eux est 3 —e”, les m valeurs de z 
correspondantes sont racines de l’équation 


Ti\mn 
pe Lu NUS EN 
En coordonnées homogènes, les deux équations deviennent 
2 nat 0 


De plus l'équation dont les racines sont les deux pôles de la sphère 


est 


&1 32 —= 0. 


Donc, on a pour les trois formes cherchées 


Voyons comment varient ces formes par les substitutions du 
groupe diédrique (n° 74) 








LTi ATi 
CU) NS EN eMEES hat D aURCe 

ne na VON UEX ,2Mm—1I) 
DR AE ET tt LE | 


La substitution a nous donne 
nl & 
Re Car" NUE A DD ee FA LAIT 


L ; I 
Fi (at ag) = (rat ah) = (MF, 
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Pour la substitution b, on a 


I 1e : 
Fi (ag) = LEm(—)(aU 27) = EMMA, 
(Ed: | 17 
Fo : ME ze) — du (—1)(3% + 3m) = im(—riF,, 
F, = 32; = + — 31 22 ——#F;, 


ne =" (— 1)" ee LL” — (— 1), Po == (— 1) F2 


Les formes ®,, ®,, ®,, pour chaque substitution sont donc 


Là 


chacune multipliées par le même facteur, et l'on a pour type géné- 
ral de la forme fondamentale 





F = À, F2 1, F2 } m2 A1 Lai 2 + 30 \2 
— À Ter 9 Er \3F? = À, = + À METRE + A3(z1 22) 


A 


La relation (1) du n° 123 devient ici 


zh 3m \° zh 3m \° | 
NS er roy Line H H3(3132)# = 0. 
5 | 





2 


\ 
\ 


Développons, il vient 


Hi Ho , Dit À Hi + Lo 
\ - gi + ( Le ba ) HT Er à : L 2 = 0, 
4 \ É = 
1 \ 
d'où 
Hi + Ma Mi — Hz 
ARTE Ne VE lie Lee 0; 
ni 2 
par suite 
DOME 1 QNT 


en sorte que la relation cherchée est 

F5: PE R=r0; 
On peut vérifier que F, est, à un facteur constant près, le détermi- 
nant fonctionnel de F, et F;,. Si l’on représente par J(o, 4) le dé- 


terminant fonctionnel ou jacobien des deux fonctions de deux 


variables ©, 4, on a 


JF TUE Ds 2 = —(23#%— 3) = mrF:. 
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195. Les nœuds du réseau tétraédrique sont les 6 milieux des 
arêtes, les 4 centres des faces et les 4 sommets du tétraèdre sphé- 


rique. | 
Les premiers sont les intersections des trois axes de coordonnées 


avec la sphère de rayon 1, c’est-à-dire les points 


3 =1, —1}, 1-1, 0.0: 


Par suite la forme correspondante est 


D+ 


= (31 — Z2)(3, + 32) (31 — t32) (21 + LZ2)23] Z9 — 3129(2; — 34). 


Nous la désignerons par £. 
Les points du deuxième et du troisième ensemble constituent les 
sommets du cube rencontré dans la théorie du tétraèdre. Les coor- 


, I 
données de ces sommets ont tous (n° 63) pour valeur absolue — 


V3 
et s’obtiennent en prenant toutes les combinaisons possibles de 
signes. On voit facilement que, dans la disposition adoptée précé- 
demment (voir fig. 5), on a pour les coordonnées des centres 
des faces (ou bien encore des sommets du tétraèdre polaire) 
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Les valeurs correspondantes de 3 se calculent à l’aide des for- 
mules (4) (n° 3). On obtient ainsi (ô et s pouvant prendre indé- 
pendamment l'un de l’autre les valeurs +1 et —1), pour les 


centres des faces, 
Arc 


(CE 
V3+e 


et pour les sommets : 


nous les représenterons respectivement parvet d. 
En résumé les trois formes simples sont 


if 


| 
LA 
LA 
+9 
PT 
ù 
> + 
ù 
9 + 


= 


AE ES ET e  VETET 
Leu 


| 


Il est intéressant d'avoir également l'expression de ces formes à 


l’aide des variables z,, z: liées par la relation — = Z à la variable z 


Z2 
employée à la fin du n° 63. La première des relations (5) (n° 63) 


permet de poser 


on obtient ainsi 
NT 
V2 
— (zi+2V32zz2— zi), 


b——(zi—2V8z1z— z:), 


t = — 


Z1Z2(2? Se pas ); 


-G 
Î 


formes auxquelles on peut substituer les suivantes : 


ti Z1Z2(Zt+ Zi) + TR Le 
D} 

P—zt+92/322z2— Zi 0, 

W=zi—o#3z?z22—z—— 0 
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Les substitutions du groupe tétraédrique sont : 
1° Les substitutions d’un sous-groupe trirectangulaire, à sa- 


VOIr : 
(a) 3! — 1h31, de 1 /N\Ze, 
(92 3, = 123, Ga 10 2; 


2° Celles qu'on obtient, en combinant ces dernières avec la 


substitution 


(c) 2 = nes 3} = 421 + 2, 


ou avec son carré 








Ge 
Î 
n 
CA 
D] 
ETS 
NN 
TRS 
ù 
De 
S 
à 
2] 
a 
è 
Li 
ù 
DN+ 


RUE r on Hg 9 — 3 2 m2 LP 2-8 
p'= zh Loiy3zz + sh — 30 iy8z13i 30, 
RE 


V= zh oiy3 23% 3 — zt —05)/3 53 


Pour la substitution (b)ona 


[ , ! [ 
2. 32132 —= — 3,2%), Zi, 
1 
d’où 
LEE 1 Lt œ D. 
Li 31239(3i— 2) = —3%3,%3:(2i — 3! , 


pg— zh toiy3 cz zu do; 


l 4 I 
2h Rai si Ponte 7, 
a} & DL 
D ir . < 
2ÿ— 3) —=—901z,2:(23?— 22), 
æ! RACE CES oi e 
ae F4 23 21010 0e), 
d’où 
y 2 En é [ ny [1 
t— 23,2,(2 23) TS 3122(3; — Zi) ent 
MEr ne R [+iy3 LE 1-60 
pu go 3 Pr Ti 3222 + 34) —— V o 
à 2 1 132 2 MORE TE NS 
(RENE A . DOI 1 ! 13 = Re 
zh oiy3z/z24 7 —— Cat 01) 3222222) 
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On a donc, dans tous les cas, 
l2= EE, p? = %, gs Li Er 


et le type général des forces fondamentales des groupes tétraé- 


driques est 
F = 824 23 + À3 08. 


La relation linéaire devient ici 
pi Roi = 0. 


Pour en déterminer les coefficients, il suffit de développer le 
premier membre et d’égaler à zéro les coefficients de deux des 
termes du développement. On a 


Helen ht poste GRR 1027 2) 
_ l3(28= 6418107270) JO, 
d’où 
Ho + U3 = 0, Hi ON ie — 113 == 10, 
ou bien 
MT 1 CCE 


La relation cherchée est donc 
1223 2 — 63 + = 0. 
Elle devient, avec le second système de coordonnées, 
12 /3t— B+W3— 0, 


Vérifions que t est le déterminant fonctionnel de w, 4. On a, en 
effet, 


—— 32536. 


126. Les nœuds du réseau octaédrique sont les milieux des 
12 arêtes, les centres des 8 faces et les 6 sommets. Ces derniers 
sont les racines de t et les centres des 8 faces sont les sommets des 
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deux tétraèdres polaires; on a, par suite, 


W désignant le produit ou. Les milieux des arêtes ont une coor- 


’ [ 
donnée nulle; les deux autres coordonnées ont pour valeurs Æ —, 
2 


C ; a 
de sorte que, en posant — — 9, les coordonnées des milieux des 
2 


arêtes ont pour expression 


(oO, ,p; p), (0, Pa Mo ( Ch en ( re), P); 
ho O, oO), (0, 0, ay p}, (— 2; 0, nc) ee 0; 0, D); 
Ï 

(p;:p, 0), (PRO EP MO 


En désignant par à ete deux quantités pouvant prendre indé- 
pendamment l’une de l’autre les valeurs + 1 et 1, on a, pour les 
valeurs correspondantes de 3, 


ÔLO 00 








La forme admettant ces valeurs pour racines et que nous dési- 
gnerons par X est 


Î 

FPS 

n 
19 mm 
Q> Ce 
oO EE 


2 LE 
nt “À 


Fi= y = 3! —333$z5  33ztz$ + 712, 
Fi Ne 31h47: 
(A 


La foncuon W est le hessien de 4, et la fonction X est le jaco- 


bien de t, W. En effet 





20 3? 22 5(3t—3i) 
1 #2 LAS : 
H(£) = . : — —925W, 
(3$—3}) —20z,3 
53? 3: — 25 35 — 52313; 
JUL WE D Ut 0e _ |=—81. 
21+956232$ 5621233+ 82: 


Or, on sait (et l’on démontre d’ailleurs facilement) que si une 
forme est invariante par rapport à une substitution, et que la 
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substitution a pour effet de multiplier cette forme par À, son 
hessien qui est aussi une forme invariante est multiplié en même 
temps par }À?; si, dans les mêmes conditions, deux formes inva- 
riantes sont multipliées, l’une par À, l’autre par u, leur jacobien 
est multiplié par À. Il suffira donc d'examiner comment varie la 
fonction £ par les substitutions du groupe octaédrique pour con- 
naître en même temps ce que deviennent les fonctions W et X. 

Les substitutions du groupe octaédrique comprennent celles du 
groupe tétraédrique et leurs produits par la substitution 


; IHrs L I—1 


SE ee VE 








On a vu que les substitutions du groupe tétraédrique laissent 4 
inaltérée ; quant aux substitutions (1), elles nous donnent 


PRES 


[2 L / f 
=! 4 7 LA 7 + æ æ 
1 me 19 © 9 Er A) Z1 32 — 31232, 


d’où 
LT, 
Donc par l'application des substitutions tétraédriques 
WE ete 
et par les substitutions (1) 
WE L=— 7. 
On a, par suite, dans tous les cas, 
dut, W'3— Wi, L?= y?, 


et le type général des formes fondamentales pour le groupe octaé- 


drique est 
Le li X2+ À2 W3 + Àstt. 


Pour déterminer les coefficients u; de la relation 
Mi X2+ po W3—+ us ét = 0, 
il'sutbradenaredabordz; 1920" d'où 


JE) Ant {= 0 
et 
Li + Ha — O, 
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. ° , »/ 1 A 
puis de faire z° —1, z4 ——1, d'où 


DA W3=(—12), dé — — 0! 
et 
(— 12) po — 2% 13 = 0. 
On tire de là 


Li DSP US NRA TIDES 
La relation cherchée est donc 


X2— W$ 1081: = 0: 


127. Les nœuds du réseau icosaédrique sont les milieux des 
30 arêtes, les centres des 20 faces et les 12 sommets. Nous calcule- 
rons directement la forme admettant pour racines les 12 sommets. 
Pour obtenir les deux autres formes, nous emploierons un raison- 
nement s'appliquant également au tétraèdre et à l’octaèdre, mais 
que nous n'avons pas voulu utiliser avant de donner un exemple 
de calcul direct. 

Soit F3 la forme admettant pour racines les sommets d’un 
polyèdre régulier à faces triangulaires (tétraèdre, octaèdre ou 
icosaèdre). Le degré de cette forme est égal au nombre S des 
sommets du polyèdre. Son hessien H(F;,) sera par suite de degré 
25 — 4; le jacobien de F, et de H(F;), soit J[F:, H(F;)|, sera 
de degré 

S+(2S —4)—2—=3S— 06. 


Or ces formes sont des covariants, c’est-à-dire qu’elles restent inva- 
riables ou sont multiphées par un facteur constant lorsqu'on leur 
applique les substtutions linéaires pour lesquelles F est inva- 


riante, ces formes ont donc pour racines des systèmes de points 
homologues. 


D'autre part, d’après les formules du n° 52, 


Az SS—6—- 
donc 
H(F3), JTF:, H(F3)] 


UE. 
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sont des formes simples et ont respectivement le même degré que 
les formes cherchées F,, F,. On a donc, à un facteur constant 
Dress 
He) Fa ET |. 

Cela posé, arrivons au calcul de F:. 

Les sommets 1 et 12 ont pour coordonnées(o, 0, E 1); les valeurs 
correspondantes de z sont 3— 0, 3 = «. 

Le sommet 2 a pour coordonnées (sin /, o, cos/), ou bien (n°65) 


217 I re 
(F 0, ;) (r—= 5). La valeur correspondante de 3 est [n° 60, 


E 
formule (2 )] 








LA 
24 


Pi 2 


Le sommet = a pour coordonnées (— sin/, 0, — cos{/), ou bien 








2 I 
(— Aer js la valeur correspondante de z est 
UE 2 re DE | 
MURS | 2 


Les points du plan représentés par les sommets 3, 4, 5, 6 
forment avec le point représenté par le sommet 2 un pentagone 
régulier ayant pour centre l’origine; les points 8, 9, 10, 11 et le 
point 7 présentent la même disposition. 

La forme cherchée est, par conséquent, 


DT \ 9 2 Tr —I\S . 
Fins |si— ) sÿ | [si ( ) si]. 
j, 2 É 


nous la désignerons par f. 

















On a 
ae 1103Ÿ 32 — 33024 2$ 11310 — 39635 35 — 11 zi° 
11310— 39623; 35 — 112310 — 3302$ 34 — 1103155 
= 191(— 350— 298315 35 — 4942310 510 + 99835 315— 320), 
H(p)] 
112103: — 66352$— 311 — 20231° — 34203! 4 35 — 494029 210 + 11402343 
311 — 6623$25— 112,239 —114021° 24 — 4940219 29 + 3420235 zlt — 207 
2420 (350 — 522 375 35 — 10 005320 310 — 10 0052310 320 + 590 zÿ 335 + 250), 


(‘) On passe de cette forme à la forme de M. KLEIN par le changement de 
variable (cf. note p. 90) 


fps 
#1 — 3; SE TRE 


Ne | 14 
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Nous désignerons par H et T les expressions entre parenthèses, 
d’où 
Î=%13(310— 11353; — 310) 
H=— 3/0 — 2283152; 


A 


2? 
T = 339— 52232535 — 10 0053? 31° — 10 005310 350 + 52235 335 + 3 


Le groupe icosaédrique est engendrée par les substitutionsS, 
T, Ü liées entre elles par la relation | 


(1) S2TS3TS2T — U. 


Les substitutions S et U ont respectivement pour expression 


RES a RAS 
mie ce: Borde Da, 


ler Pa TS 
Z4 — 32, Re PAC 


Il est facile de vérifier que f est invariable par ces deux substi- 
tutions. La substitution T étant d’ordre 2, ou bien laisse f inva- 
riable, ou bien le multiplie par — 1. Ce dernier cas ne peut se 
présenter, car, autrement, en vertu de (1), U multiplierait f par —1, 
ce quinest pas. Donc T laisse également f invariable. On en con- 
clut que la fonction f, et par suite aussi H et T, est invariable par 
toutes les substitutions du groupe icosaédrique, et que le type le 
plus général des formes fondamentales pour le groupe icosaédrique 


est 
= A1 T2+ }9 H3 + À3 F5. 


Pour déterminer les coefficients de la relation 
Lu T?+ Lo H3 + M7 0, 
faisons d’abord 3, — 1, 3: —.0, ensuile 3, — 7; —1; nous obte- 
nons successivement 
IRENT H = —:1, fe 
[== 20008, H = — 496, f=—1i 


et, par suite, 
PISTE 


(— 20 008} + (— 496) m+ —11}u3 = 0, 





d’où l’on ture 


V1 : Ho ©: M3 = 115: 1150008 90>, 
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ou bien 
(ie Lo MMS 0 


La relation cherchée est donc 


T2 H3+ 1728 F5 = 0. 


128. Les formes ainsi obtenues permettent de construire, dans 
tous les cas possibles, une fonction représentée par le quotient 
de deux formes invariantes de même degré, et qui reste invariable 
quand on lui applique les substitutions du groupe homogène 
correspondant. Une telle fonction, homogène et de degré zéro 
en 3,1, 22, est une fonction de 3, invariable pour les substitutions 
du groupe non homogène relatif au polyèdre considéré. 

Nous appellerons fonctions polyédriques, les fonctions ration- 
nelles de 3, qui restent invariables pour toutes les substitutions 
d’un groupe polyédrique. 

Une fonction polyédrique prend la même valeur en un ou 
plusieurs systèmes de points homologues; si elle ne prend la même 
valeur qu’en un seul système de points homologues, elle est dite 
fondamentale. 

Il est évident que le degré (!) d’une fonction fondamentale 
est égal à l’ordre du groupe correspondant; et que, récipro- 
quement, si le degré d’une fonction polyédrique est égal à 
l’ordre du groupe, cette fonction est fondamentale. 

Donc V(z) désignant une fonction fondamentale, apparte- 
nant à un certain groupe, le type général des fonctions fon- 
damentales relatives au méme groupe est 


a V(z)+b 
ce V(z)=#1dû 


a, b, c, d'étant des constantes. De plus une fonction fondamen- 
tale est tout à fait déterminée, quand on connaît les valeurs 
qu’elle prend en trois points du plan. 

Nous désignerons par Z(3) la fonction polyédrique fondamen- 
tale prenant les valeurs 1, 0, æ respectivement aux milieux des 


(!) On entend par degré d’une fonction rationnelle le plus grand des degrés 
de ses deux termes, la fonction étant supposée réduite à sa plus simple expres- 
sion. 
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arêtes, aux centres des faces et aux sommets du polygone sphérique 
considéré. Bien entendu, nous laissons de côté les groupes cy- 


cliques; pour ces groupes on peut prendre 


Y 2 
FT . 
= = — — 0, 


FT M n 
F;: Æ9 


Revenons aux groupes polyédriques; la fonction Z correspon- 
dante étant rationnelle est déterminée à un facteur constant près, 
quand on connaît ses zéros et ses infinis. Nous poserons donc 


h, k étant deux constantes. La relation (n° 123) 


M Fi+ pari Fi 0 
devient alors 


et comme elle se réduit à une identité, on doit avoir 


Ha nt 1 


PRES 00 TRUE PR 
d’où 
h = — er LEE 
bi L3 
et 
2 F2 Li F1 
PES NES ne 
3 x 3 
ou bien 


ZL—1:ZLii= ie" : pere, 


ce qui donne, respectivement, pour les groupes cyclique, dié- 
drique, tétraédrique, octaédrique et icosaédrique, 


7 = tit 


pe (sisn), 

BH 5 8 322 
W3 (28 i4zt+ 1) 
108 c* 1083#(3#— 1)4 


0 1528 F5 1728 35(210— 1135 — 1)5 





? 


Di 
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D’après un théorème d’Euler, le nombre des arêtes augmenté 
de 2 est égal à la somme du nombre des faces et du nombre des 
sommets. Comme ces trois nombres sont précisément les degrés 
de F,, F:, F3, on voit que la forme 


X(231, 32) = FF 





Fi 


est de degré 2 et par suite, en appliquant un théorème connu sur 
les fonctions homogènes, 


XOS 18) rx zr 


Donc 
= __F(z,1)F3(3, 1) 
ae RUE 00 s) 


est une fonction rationnelle de 3. Si l’on écrit simplement X au 
lieu de X(3,, z:), on aura 


| X 3 VX 
(1) = LA 32 — 
VX(& 1) VX(&, 1) 
D'autre part, en désignant par c la constante — . , 
x 3 
F?: 
Z —= C Fi ? 


et comme le second membre est une fonction homogène de degré 


ZÉTO EN Zi, 22 
[Fe(z, 1) Pa 


di “BG Ps 


Désignons par F(z) le second membre, F est une fonction 
rauonnelle de 3, et l'équation 


LE EUR) 


définit z comme fonction algébrique de 3, de même que les équa- 
tions (1) défimissent z,, z2 comme fonctions algébrique de Z, X. 


129. Un problème analogue au précédent se pose pour le 
groupe modulaire. Il s’agit de construire une fonction transcen- 
dante uniforme de 3, possédant la propriété de prendre la même 
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valeur en des points homologues du réseau modulaire, et en ces 
points seulement, et de prendre les valeurs 1, 0, © aux nœuds de 
première, deuxième et troisième espèce. Une telle fonction sera 
dite fonction modulaire principale, tandis que nous appellerons 
plus généralement fonction modulaire toute foncüon qui prend 
toujours la même valeur en des points homologues d’un sous- 
oroupe de F (t) et seulement en ces points. 

La résolution de ce problème nous sera donnée par la théorie 
des fonctions elliptiques. 

On sait (?) qu'’étant donné un couple de périodes primitives 22,, 
22, de la fonction elliptique pu, celle-ci est complètement déter- 
minée. On a, en effet, 


Re. +Y 1 I 
Pete (FRA GA 


S 


où s prend toutes les valeurs 2m23, +2n:, m et n étant deux 
entiers positifs ou négatifs qui ne sont pas nuls en même temps. 
Les invariants g:, g3 de la fonction elliptique ont des valeurs 
bien déterminées 


1 I 
(1) g2= 60 er 83 —=140 Ÿ 
S 


À l’aide de ces invariants, on forme le discriminant A et l’inva- 
riant absolu J, \ 


| 


J est une fonction homogène, de degré zéro en z,, z:; c’est par 


é o Z 
suite une fonction du seul rapport _ — Z. 
1 


(*) Les fonctions analogues pour les groupes polyédriques ne présentent aucun 
intérêt spécial, puisque les sous-groupes des groupes polyédriques sont des 
groupes cycliques ou polyédriques. 

(*) Pour cette formule et toutes celles qui concernent les fonctions elliptiques, 
voir par exemple WEIERSTRASS-SCHWARZ, Formeln und Lehrsätze zum Ge- 
brauche der elliptischen Funktionen, Güttingen, 1883. 


Le 
QT 
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Voici d’autres expressions de 2, 23, À : 


Le] 
her I h3rA 
= | a ne AE) ? 
Fe al F2 1— T/ 
ID 
Es) = 
Da — — 
EP mes: A) 2 
e F 210.03 1 te 
c h=1 
1 ce 
x \12 
A,= (=) | or 
Z2 
h =1 
où 
2m i 
6 = Fe 


Enfin A est, à un facteur constant près, le déterminant fonctionnel 
de 52) 83: 
Des relations précédentes résulte 


D'après un théorème célèbre de Jacom1, le rapport — ne peut 


FA 
22 


LC] 


2 


ù ; Top Nr 3 , 
être réel. Comme les parties imaginaires de — et — sont de signes 
22 1 


contraires, on peut admettre, sans nuire à la généralité, que la 
. . ° . Z . 
partie imaginaire de — ést positive. 
32 
Or, on sait qu'une fonction elliptique admet une infinité de 

couples de périodes primitives et que si 23,, 22, désigne un tel 
couple, tout autre couple 23, 2z, est donné par des relations de 
la forme 

22, —=4.22%+ 6.22, 

22, —=Y.23%1+Y.22; 
avec 


= 
1 
f 


Si, de plus. pour le nouveau couple, la partie imaginaire de 
) p'us, P PIE; P = 


? 
est positive, on aura 
Ad — By— +1. 


On peut donc dire que si 3,, 3; est un couple de demi-périodes 
primitives d’une fonction elliptique, tous les autres couples ana- 


+ 
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logues relatifs à la même fonction s’obtiennent en appliquant au 
couple 3,, 3, les substitutions du groupe modulaire homogène. 
IL en résulte que les fonctions 9», g3 et par suite À, J restent 
invariables, si on leur applique les substitutions de ce groupe. Et 
comme ce sont des fonctions homogènes de z,, z; (de degrés — 4, 
— 6, —12, 0), nous les appellerons formes modulaires absolu- 
ment invariantes; ou plus simplement formes modulaires. En 
particulier J est une fonction de 3, qui ne change pas quand on 
lui applique les substitutions du groupe modulaire non homogène ; 
c’est donc une fonction modulaire principale. 

On sait que £g», £gs, A s’annulent respectivement pour 


RERATEUEE : | ; 
Z— — RE » t, ©. Donc la fonction J prend, aux nœuds de 
première, deuxième et troisième espèce du réseau modulaire, 
respectivement les valeurs 1, 0, o. 


De plus, comme les relations (1) peuvent s’écrire 


gt gs — (60  — 
TP Dir 


m,7n 


35 £3—=140 > ER 
s (2m3+a2n)s 


mn, 
on voit que pour des points 3, symétriques par rapport à l’axe 1ma- 


ginaire, 4, 22, 3, £a prennent chacune des valeurs conjuguées (!). 
J est donc une fonction modulaire, dont la valeur se transforme 





I 


(!) Considérons, en effet, la somme à ; remplacons z successive- 


ms +n) 
m,n 


ment par æ+iy et æ—1y, nous aurons 


I I : 
a PURES : ? 
DR nan D 
1,1 m,n 
ou encore 


[ D) I 
De nerreme- nn Prat 
m,n 


nn 


Mais puisque 7 prend toutes les valeurs positives ét négatives, nous pour- 


rons, dans la seconde somme, écrire — n au lieu de n. Elle devient alors 
a] I 
= etl’on voit qu'elle est conjuguée de la première. On ferait 
D ms Î OLIS P 
m,1l 


une démonstration analogue pour 2.. 
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en la valeur conjuguée par la pseudo-substitution z’ 
déduit de là que J est réelle sur tous les côtés du réseau modulaire. 


— — 7! On 


130. Soit un réseau régulier représentant un groupe de substitu- 
tions linéaires; considérons plus généralement une fonction Z(z), 
qui, prenant la même valeur aux points homologues de ce réseau, 
prenne des valeurs conjuguées en des points symétriques par 
rapport à un quelconque des cercles du réseau et les valeurs 1, 0, 
aux nœuds de première, deuxième et troisième espèces. Elle sera 
réelle sur les côtés de tous les triangles, et, en désignant pour un 
instant par a, b, c les sommes de première, deuxième et troisième 
espèce d’un triangle quelconque, cette fonction variera sur le 
côté ab de 1 à o, sur le côté bc de o à —, et sur le côté ac de 1 à c. 
De plus, dans un même triangle la partie imaginaire de Z(z) aura 
constamment le même signe, et dans deux triangles conjugués des 
signes contraires : elle aura, par exemple, le signe plus dans tous 
les triangles blancs, et le signe moins dans tous les triangles 
ombrés. Si l’on représente sur un plan les valeurs de la fonction Z, 
aux points 4, b, c du plan 3 correspondront dans le plan Z les 
Points 0 coelaux COR O M 0c, nacalestisegmentsi #0, 
0,...—, 1...—+ de l’axe réel; de plus, à un triangle blanc 
correspondra tout le demi-plan supérieur, et à un triangle ombré 
tout le demi-plan inférieur. On voit que dans chaque bitriangle 
la fonction prend toutes les valeurs possibles. Au réseau.tout entier 
correspond sur le plan Z une surface de Riemanx dont les feuillets 
sont en nombre x ou en nombre infini, suivant que le groupe est 
d'ordre fini r ou d’ordre infini. La correspondance entre les deux 
plans est conforme et cela en vertu des principes généraux de la 
théorie des fonctions. Il y a exception toutefois aux points de 
ramification 1, 0, æ de la surface de Rremanx, pour lesquels nous 


trouvons des angles x correspondant aux angles J; —; - du plan z. 
Il suit de là que 3, étant un point distinct des RE Ur réseau, 
et Z4 la valeur correspondante de Z, on a, À étant une constante 
différente de zéro, 


(1) 3 — 30= À(Z — 35). 


Cette notation exprime que 32—3, est égal à Æ(z— 35) aux 
infiniment petits près d'ordre supérieur. 
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Au contraire, pour les points &, b, c, on aura 


1 


(2) 3z—a=kK(Z—:)"!, 
se 
(3) 3—b=k1", 
& 
(4) CE LE 


Ces formules ne sont pas applicables siv; =, c’est-à-dire si 
l’un des angles du réseau est nul. Supposons, par exemple, v, = æ; 
on remplacera la formule (3) par la suivante : 

k 


F\ AN tel eeiy | f 
se, R A TS et Cp) 


Nous représenterons par la notation 3(v,, vs, 35 Z) la fonc- 
on z considérée comme fonction de Z. 


131. De là résulte un théorème important. 

Étant données les deux fonctions 3(v,, vo, vs; 2), 3! (9, v,, v, 5 2) 
OÙ 1, Vo, Va Sont respectivement multiples de v, y,, v,. Si y = , 
nous le considérerons comme mulüple de y;, que y: soit fini ou 
non. Il existera pour z/ des relations analogues aux relations (1), 


(1) Voici comment on peut parvenir à cette formule : 

Si v, = ©, le point b est sur l’axe réel et les deux côtés du triangle passant par b 
ont leur tangente commune parallèle à l’axe imaginaire. Soient en grandeur et 
en signe «, $ les rayons des cercles auxquels appartiennent ces côtés ; ces cercles 
auront pour équation 


(æ—b}+y?—o2oa(xz—-b)=0o, (x—b} +y?—28(x— D) = 0. 


Par la substitution z' — — » les cercles se changent en deux droites paral- 





LA 
A5 


lèles à l’axe y’, ayant pour équations 


, I I 
L'=— —; g'=— —: 


2 28 


On sait qu’un faisceau de droites parallèles se change en un faisceau de droites 
concourantes par une transformation de la forme 


St eh) 
Dans le cas actuel, nous poserons 


— exXprrq), 
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PS ONU paragraphe précédent. On a 








3'—2,= —(3— 30), 
Le 
V, 
k' Er, 
ol ce y{ 
—d= (3 ai 
®æ | ) 5) 
171 
ME 
Va 
Le — 
COR = 
z'"b= Se NE CRE 
K 
Lt Ja 
z'— c'= é (z3— c'e 
Va 
3 


S1 2 = ©, v, étant fini, on obtient 
1 k 


A un 


SL Y? — ©, Y, — ©, Onobtient au contraire 


k'(z —b) 
(d—l)(z—-db)+k 


Le b'—= 


p et qg étant des constantes réelles. En effet, si Z = Re‘®, nous aurons 
Rererr), 6 — px; + q, 


en sorte que, aux droites æ’' = const. correspondront les droites @ = const., et en 
particulier aux deux droites considérées les droites 
D Le = — + g. 
dx A 2 8 g 
Si enfin nous voulons que ces deux rayons soient les deux moitiés de l’axe des x, 
on devra avoir 








o=—} g; r=— + 
d'où 
2 Taf TR 
TT $ x” EEE pmpri 
on a donc 
re) 
. d’où 
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Ces formules montrent que: S% les v; sont respectivement 
multiples des v!, z'est une fonction uniforme de x. 

Donnons de suite quelques applications de ce théorème. 

a. Les réseaux du groupe diédrique pour m = 3 et des groupes 
tétraédrique, octaédrique et icosaédrique ont respectivement pour 


_ symboles 
(250: 2) (250 3}; (2; “} 4), (2 D; 9); 


tandis que le réseau modulaire a pour symbole (2, 3, ©). Donc : 


Si les variables Z, z, z' sont liées par les deux relations 


Li EE LS); 


F désignant l'une des quatre fonctions 


CÈDE: FE ET 
4z3 ? (45 1081? 1728./5 


et J étant la fonction définie au n° 129, z' est une fonction 
uniforme de 3. 


b. Le triangle fondamental du sous-groupe F,; de F a ses trois 
angles nuls. Si À(z) représente une fonction ayant pour champ 
fondamental un couple de triangles du réseau l';, z considéré 
comme fonction de À pourra s’écrire 3 (œ, co, æ; À). 

D'où :il suit que quelle que soit la fonction 3/(v, v,, v,3 À), 
z! sera une fonction uniforme de z. 


Existence des fonctions modulaires. 


132. Nous avons désigné sous le nom de fonction modulaire 
toute fonction invariante dans un sous-groupe du groupe modulaire. 

Cherchons maintenant si à chaque sous-groupe de T corres- 
pondent des fonctions modulaires. 
Nous démontrerons qu'il en est bien ainsi pour tout sous- 

groupe [', de l, d'indice finie s. 
La relation 
J= It) 


établit une représentation conforme du plan de la variable J sur 
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un bitriangle du réseau modulaire. Puisque J prend des valeurs 
réelles sur les côtés du réseau, aux deux moitiés du bitriangle 
correspondront respectivement les deux moitiés du plan J séparées 
par l’axe réel. Nous établirons qu’au triangle blanc correspond le 
demi-plan supérieur, au triangle ombré le demi-plan inférieur. 

La représentation cesse d’être conforme aux points 1, 0, © du 
plan J'; en effet au point 1 du plan J par exemple les deux portions 
de l’axe des x font un angle plat (angle de 180°}), tandis que les 
lignes correspondantes du plan 3 font un angle de go®°. 

Aux bitriangles en nombre infini du réseau modulaire corres- 
pondent des feuillets en nombre infini coïncidant avec le plan J: 
et, si dans le plan 3 on passe d’un bitriangle à un autre en tournant 
autour d’un nœud du réseau, on passera en même temps dans le 
plan J d’un feuillet à un autre en tournant autour d’un des points 1, 
0, æ. L'ensemble des feuillets coïncidant avec le plan J constitue 
une surface de Riemann, à un nombre infini de feuillets, ayant 
pour points de ramification les points 1, 0, co. 

Soient donc l; un sous-groupe d'indice fini s, C,; son champ 
fondamental. À C, correspondra un ensemble R, de s feuillets 
de la surface de Rrewanx située sur le plan J. 

Pour réaliser cette correspondance nous pouvons déformer le 
bitriangle et l’amener à coïncider avec le plan des J tout entier, 
de façon que les nœuds tombent aux points 1, 0, co. 

Entre la surface KR, et la surface fermée à laquelle se ramène le 
champ CG, (cf. n° 83) il existe une correspondance biunivoque; 
donc, d’après un théorème connu, les deux surfaces sont du même 
genre. 

On peut d’ailleurs le vérifier directement. En effet, on a trouvé 
pour le genre p de la surface fermée C, (n° 86) 


S 
I 
P—i—-$— = D Gi), 


£—=1 
2 m; désignant le nombre des arêtes aboutissant à un nœud d’ordre 4, 


et S le nombre des nœuds. D'autre part la théorie des surfaces 
algébriques nous donne, pour le genre d’une surface de Riemann, 


s 
I 
= I —$+ =D Gin), 


DEN] 
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s étant le nombre des feuillets de la surface, m; le nombre des 
feuillets qui se croisent à point de ramification d’ordre £ et S le 
nombre de points de ramification. Or, le nombre des bitriangles 
de CG, est égal au nombre des feuillets de R,; à chaque nœud de C, 
correspond un point de ramification de R; (!), et à chaque bi- 
triangle ayant pour sommet un nœud de C, correspond dans R; un 
feuillet qui se croise avec d’autres feuillets au point de ramification 
correspondant. Donc les deux valeurs de p sont égales. 

En vertu des théorèmes d’existence de Rremanw, il existe des 
fonctions de J, uniformes sur la surface R.. Soit y l’une d'elles, 
y et J sont liés par une relation algébrique 


(1) AY 0" 


Puisque y est uniforme sur R;, et que C; et R, se correspondent 
point par point, on peut dire que y prend une valeur unique 
en chaque point de C;. De plus, comme chaque point de À ir 
correspond à une infinité de points du plan 3 et correspond 
par suite à tous les points de T, homologues d’un même point 
de C,;, on peut dire que y, regardée comme fonction de 2, 
reprend la même valeur aux points homologues dans C;. En 
d’autres termes, y est une fonction modulaire relative au sous- 
groupe F;. Donc : 


Etant donné un sous-groupe T, de T d’indice fint s, il'existe 
des fonctions modulaires relatives à ce sous-groupe; elles sont 
liées à J par des relations algébriques. 


Toute autre fonction modulaire relative à F, est une fonction 
uniforme sur R, et par conséquent une fonction rationnelle de y, J. 

Il est facile de voir que les différentes racines de l’équation (1) 
sont des fonctions modulaires relatives à autant de sous-groupes 
équivalents à let par suite représentés par le réseau G,. Soient 1, 
Su Do. D les symboles des s bitriangles du réseau modulaire 
qui constituent le champ C,; les valeurs de y en s points du 


(*) Les seuls points de ramification de R, sont les points 1, 0, ©; considérons 
un de ces points et supposons que les feuillets qui s’y croisent comprennent 
h,, k;, ..., h, feuillets formant chacun un cycle, on considérera le point corres- 


pondant comme un ensemble de r points de ramification respectivement d'ordres 
Ra, =, sh — ax, 
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champ GC; homologues dans l, ou bien en s points superposés de R, 


seront 


(2) JGO)=rG),  nta)=rlSts) 


: Js1(3) = Y(Ssa(s)]: 
Or, P étant une substitution quelconque de F,, on a 
FLECONEEN CEE 

si dans cette relation on remplace z par S:(z),ona 
(3) JISPCGN= y = its) 

D'autre part les relations (2) peuvent s’écrire 

ils (a) = y (2). 
Remplaçons 3 par S;P(2), il vient 
Ji Si PS (2) = y IS:P(2)] 
et, par suite, à cause de (3), 
JilSi PS (3) = is): 
Donc y;(z) est une fonction modulaire relative au sous-groupe 


SiT,S;" équivalent à T.. 


133. Examinons en particulier le cas où l'; est un sous-groupe 
invariant. Alors toutes les racines de 


f(y,)) = 0 


sont des fonctions modulaires appartenant au sous-groupe T', et 
sont par suite des fonctions rationnelles de l’une d’elles et de J 


(1) Yi= pi T; dd) CRETE ES TT). 


La relation (1) peut être considérée comme une transformation 
de R, en elle-même, dans laquelle le point (y, J) se change en 
(y, J). Il est clair que les transformations (1) auxquelles on adjoin- 
draït l'identité, forment un groupe qui, aux notations près, coïn- 
cide avec le groupe G, des transformations de la surface fermée C, 
en elle-même (n° 83). 

Voici maintenant les différents cas possibles : 

u. Sip —0, on peut faire correspondre R, point par point à un 
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plan u; y et J sont exprimables rationnellement à l’aide de w- 
piniE (Cu), JU), 


u étant elle-même une fonction modulaire du sous-groupe Consi- 
déré ; et l'équation 
(2) J=F(u) 


n’est autre que l'équation (1) du paragraphe précédent (p. 222) 
sous la forme spéciale qu’elle prend dans le cas considéré. On 
peut la mettre aussi sous la forme 


dre JA ee) 


o(u), b(u), y(u) étant trois fonctions rationnelles liées par la 
relation 
p(u) = Yu) — yx(u). 


Toutes les racines de (2) pouvent s'exprimer rationnellement à 
l’aide de J et d’une quelconque d’entre elles; mais J étant une 
fonction rationnelle de uw, on peut dire que toutes les racines 
peuvent s'exprimer rationnellement à l’aide d’une quelconque 
d’entre elles. Il suit de là que deux racines quelconques sont fonc- 
uons linéaires l’une de l’autre; on aura par exemple 


b. Soit en second lieu p — 1, la surface R, est elliptique. Nous 
pouvons prendre deux fonctions w, # régulières sur R;, liées par 


la relation 
p?= p(u), 


p(u) étant un polynome du troisième degré; et toutes les fonctions 
régulières sur R, s’exprimeront rationnellement en w et #, de sorte 
que, en posant 


u[S:(z)]= us),  P[Si(s)] = (2), 
on aura 


(at) Uz; — Hi(u 6); 0; — K;(u,e), 


H;, K; étant des symboles de fonctions rationnelles. Si l’on con- 
sidère u, comme les coordonnées des points d’une cubique, les 
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équations (3) représentent un groupe de transformations ration- 
nelles de cette courbe en elle même. 

€. Soit maintenant p > 2 et supposons que la surface R, ne soit 
pas hyperelliptique. Désignons par 


Qx(y;d) Chr np) 


un système de polynomes adjoints d'ordre n — 5, linéairement 
indépendants; 1l leur correspond un système d’intégrales abé- 
liennes de première espèce linéairement indépendantes 


. Qx(Y: 3) ds 
5 = PTE TAN Cu HAE PER DD 


. 0Y 


Si dans 1}, nous remplaçons y par y:, l4 se change en une autre 
intégrale 


as Qn (Yi J) 
lh —= of(Ynd) dy. 
0) 


Les valeurs que prend 1; en s points de R,, où J a une même 
valeur, coïncident avec celles que prend 1}? aux mêmes points; 
l; étant toujours fini, il en est de même de If. I est une 
intégrale de première espèce et Qz(7:, J) un polynome 
adjoint d’ordre 7 — 3, par conséquent une fonction linéaire 


de Qi(y, J), D | Or hi doû 


Qi D) = af Qi(y, 1)+...+aQ(y;d), 
| Q2 TES Q1 CG, IIÆN ER, Aa 


| OO 0: TM 0 1 1) 
(Li PACE) 


Pen be RE Tr, 2, 3 È6ntp fonctions modulaires 
linéairement indépendantes du sous-groupe considéré, et les 
relations (4) représentent la transformation qu’elles subissent 
quand on passe de y à y, C'est-à-dire quand on applique à 3 la 
substitution S;. Donc les transformations (4) constituent, avec 
l'identité, un groupe holoédriquement isomorphe au groupe G.. 

Le groupe des transformations (4) est susceptuble d'une 
interprétation géométrique remarquable. 

L'ANPE 15 
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On sait qu’on appelle courbe normale de Norraer la courbe 
de l’espace à p — I dimensions dont les points ont pour coordon- 
nées homogènes Q,(y,J), Q:(y, 3), ..., Q,(Yy, 3). Or, les rela- 
tions (4) représentent une collinéation, pour laquelle la courbe 
normale se transforme en elle-même. Nous pouvons donc dire que 
le groupe G, coïncide aux notations près avec le groupe des collinéa- 
tions qui transforment en elle-même la courbe normale de Norrer. 

d. Les considérations précédentes ne s'appliquent plus, quand 
p étant supérieur ou égal à 2, la surface KR, est hyperelliptique 
(ce qui a lieu nécessairement si p — 2). 

Dans ce cas, on peut remplacer R; par une autre surface de 
Riemanx, R, à deux feuillets et 2p + 1 ou 2p + 2 points de rami- 
fication; en d’autre termes, on peut choisir deux fonctions w, ? 
régulières sur R,, liées par une relation de la forme 


p?=po(u), 


e étant un polynome de degré 2p + 1 ou 2p +2. Alors toute 
foncuon W régulière sur R, est de la forme 


MA(U) —'puQu) 
hi Cu) TN 


(5) w 


ÀA(u), u(u), y(u) étant des polynomes en w premiers entre eux. 
Désignons par w(:) l'expression # considérée comme fonction 
de z et posons | 


u[S;(z)l=\u,;(s). 


Puisque, sur R,, & prend deux fois la même valeur, il en sera 
de mêrhe pour w;, en sorte que, en posant d’après (3) 


A(u)+—ou(u). 
Up — 
v(u) 
la fonction 
(6) A(u)+op(u) — u;v{u) 


devra pour chaque valeur de w; s’annuler en deux points de R,. 
Mais prenant une même valeur en 2p +1 ou 2p +2 points, 
c'est-à-dire en plus de deux points, il ne peut y avoir dans (6) de 
terme en # et, d’après la nature de uw, A(u) et v(u) devront 
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être linéaires. On en conclut que uw; est liée à w par une relation 
linéaire de la forme 


i 
° 


: t;Uu- Br 
(7) Das 


_ viu+Ôt 


Recherchons maintenant si &, wi, U:, ..., us_, Sont ou non 
toutes distinctes, en d’autres termes si les substitutions linéaires (+) 
forment, avec l'identité, un groupe d’ordre égal ou inférieur à s. 

Observons que (n° 98), sp >1,0onan> 6; par suite, dans le 
réseau considéré, 1l y a plus de 6 bitriangles se croisant en un 
nœud de troisième espèce, et l'opération S considérée comme 
appartenant à G; est d'ordre supérieur à 6. 

Or les seuls groupes finis de substitutions contenant des opéra- 
tions d'ordre supérieur à 6 sont certains groupes cycliques et 
diédriques ; d’autre part, les seuls groupes cycliques et dié- 
driques appartenant au type G:; correspondent aux symboles 
(2,152) (2, 93,2), (1,39) (n298)/élne contiennent pas de substi- 
tutions d'ordre 6. Donc le groupe formé par les substitutions (5), 
ne saurait coïncider avec G, et par conséquent les u, wi, ..., Us_1 
ne sont pas toutes distinctes. 

Il existe donc une transformation non identique de C, en 
lui-même, à laquelle correspond la transformation de « en elle- 
même, c'est-à-dire un échange de deux feuillets de R; ; et il est 
bien clair que c’est la seule transformation de cette espèce. Donc 
l’ordre du groupe (5) est _ En combinant ce groupe G, avec la 


2 


substitution # = — », on obtient le groupe G.. 
Le groupe Ge est de genre zéro, parce que, en prenant une seule 


2 
fois chacune de ses valeurs sur la surface de RIEMANN correspon- 
dante, cette surface peut se réduire à un plan unique. 


Le polygone générateur de Test l’ensemble des bitriangles de C,, 
2 


qui, dans la transformation de GC, en KR, et ensuite en R;, 
donnent lieu à un feuillet de R,. Le sous-groupe T. est invariant, 


2 


parce que les w;, étant des fonctions rationnelles de w, appar- 
tiennent toutes au même groupe. 
Comme le nombre de bitriangles se croisant sur la surface S en 
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\ 
€ 


un nœud de troisième espèce, est supérieur à 6, pour la sur- 
face CN On aura 7-09, cest-a dire NOT RE URDAR 


2 
LT S 
suite Are 27, AR 6o. 


Ainsi donc, quand la surface KR, est hyperelliptique, les seuls 
cas possibles sont 


SM, 120, 
NI %0; 10. 
La formule (2) (n° 98) | 
DRAP Een) 
LÉ FE CU 


où l’on doit remplacer 7 par », donne ensuite dans les deux 


Cas 
P = 2 et D: 


Construction des formes modulaires. 


134. Nous venous d'établir l'existence des fonctions modulaires 
pour n'importe quel sous-groupe. 

Occupons-nous maintenant de leur construction effective dans 
quelques cas simples. | 

D'après la théorie des fonctions elliptiques, on sait que, si 224, 
27, et 24,, 23, sont deux couples de périodes primitives, on a 


(1) s(u|z;,22) = 0o(u) 31,22). 
De plus m,, m2: désignant deux nombres entiers quelconques 
(2) o(u + 2mM3, +2 Mo Z2) 2 (— Lara rt (77 rare) (U+mM:51+M3:%s) o U, 


avec 
ni=Ëzi  (t=1,2). 
Les :; et les n; sont liés par la relation connue 
3) TT 


(9 2102 — 2201 = —> 
2 


\ PACS . . . . . Z 
moyennant l'hypothèse déjà faite que la partie imaginaire de _ te 
2 
est positive. 
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En particulier, r7 étant un nombre entier, posons 


(4) 2, = 5 Re 


et remplaçons dans (1) & par 























Or, en tenant compte de 


ni = M1 AM, 
on à 


! 


210 = (a+ n2)(n+ nn) = in + nain 2201) + n?320, 


et, à cause de (3), 








7, : ni 
2101—=4%1+2702,02 + N° 2209 — : 
2 
2 31 23 2311: nm + I 
202 HE Here x Ti 
n n°? n? 


4 


d'où pour (5) 




















ï s 
271 
DIPPICS LI PALr CR -— € est une racine d'ordre 2n de 
l'unité ; au contraire si 2 est impair, en posant A —2p +1, on 
n+i _. PHARES 
Ti —— 21 
[LÀ 


NAME , qui est une racine d'ordre nr de l'unité (!). 





On peut donc dire que par la substitution (4) ou encore pour la 
substitution S?, la fonction 


23,1 
mie 
(2 ze GI — 





(1) La relation n = 2(p +1) —r montre que n et p +71 sont premiers entre 
eux. 
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est multipliée par une racine d’ordre 27 ou À de l’umité, suivant 

que 7 est pair ou impair. | 
Posons maintenant 


mu+2Anef, hs+kz 
, | 2 RS _ +) 2h3+—2kz 
(6) spx(uis%)=e  ? au AG 5 mOi 


e 2h23+2 42) 


Ca)onx(o| 31, 32) =--e ( 


se 5,5) = eus %), 


et appliquons à 4, 3, la substitution modulaire homogène 


. æ 8 an +1 bn 
(8) v=( à ={ = I (mod), 


C'yUut cn dn +1 
désignons par 5s,,u ce que devient 6,4 uw. quand on lui applique la 
5 s par ç,z q AkU, ppaq 
substitution (8) et observons que 
01 = an + Pre = (an +1)n1+ bn, 
No = Ya + dno = CNri+ (dn +1)np. 
Posons pour abréger 


Ra KCO=X, hd+ kd —M, 
hni+ Ænoe = 1, hz+ hz: = 23, 
Li + Mn: = H, Lz,+ Mz: = 7; 


on tre de (6), en tenant compte de (1), 


, 2(H+2) (u-2—£) AE 
ChRU= Ce NOR ER RU —oL=— 
1 





Or'd'aprebr 


a = 
25 Hu 7 9 Z 
s(u—22— +) = ( n s(u— } 
mn 


et, d’après (6), 


on à donc, après quelques réductions, 


2 
! LM+L+M re 
ShxU = (— 1) TARN ChkU. 


De plus 


LM+L+M= ab + hk(ad + bc) + cd + h(a + b)+ k(c+ d): 
= (in, (= (ir; 
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par suite 
(— D )BEEL-M — (— 1 ab Een ad bc)EA(CEEE Ed), 


D'autre part (3) donne 


Hz—n2= (Lit Mn)(hn+ kz) —(hni+ An) (Lzi+ M) 
UMA LA) Cane DL) 


2 


= [RD + RK(d— a)— Re]. 





Donc 
? 2 ’ . ,9 e [h2b + Ak(d — a) — k£c] 
… ShKu = (— 1 cb+a+b)+hk(ad+be)+h(cd+c+d) Ke sue 
9 
| RER& (hnab+na+nb+b)+hk(nad+ nbce+ d—a)+k2{(ncd + ne% nd — 0) 
Ës . ChkU. 


Ainsi, par les substitutions (8), c’est-à-dire par les substitutions 
du groupe homogène Los»), saxu est multipliée par une racine de 
l’unité, ce qui montre qu'une certaine puissance de 5; u reste inva- 
riable; en d’autres termes, 5s;,4 où 7° est un certain nombre entier 
est une forme invariante dans le groupe homogène Foy»). 


135. Voyons maintenant quelles sont parmi les substitutions (8) 
celles qui laissent invariables toutes les fonctions s;xu. De la 
relation | 


1—=49—/f$y=(an+i)(dn+i1)—ben=(ad— bc)n+(a+d)n+: 
on déduit 


(1) n(ad—bc)+a+d—=o. 


Distinguons plusieurs cas : 

1° Soit x impair. Alors (1) donne 
ad+bc=ad—-bc=—-(a+d)=d—-a (mod). 

D'autre part, en écrivant (1) sous la forme 


d(an+i)+a— ben = a(dn—+1) + d— ben =o, 


on voit que si a ou d'est impair, b et & le sont également, en sorte 
que les produits a(b + 1) et d(c+ 1) sont toujours pairs 


ab+a=dc+b=0o (mod 2). 
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D'après cela la relation (9) du paragraphe précédent (p. 231) 
peut s’écrire 


. (L2b + hd — a) — A2] 


/ 9 | 2h 
ShrU Net 0 PANNE cer ShL TE, 
ou bien 
, PA Les M + A2] 
(2) NAT ON Shkt. 


Pour que toutes les 5,4 restent invariables, il faut et il suffit 
(en tenant compte de ce que ñ? — 1 est pair) que la quantité entre 
crochets soit un multiple de x pour tout système de valeurs de L,k, 
c'est-à-dire que l’on ait 





=c=a—d=0 (mod). 
D'autre part, d’après (1), 
a+ d=0 (mod); 
d’où 
a=b=c=d=0 (mod nr), 


et a/, b', c', d' étant des nombres entiers, 
Ui=. Ain. DER, C'=)08n. 4 REA 8 LA 


nous avons alors 


n+ b'n? 
V = és — de : 4 ; }=: (mod n?). 
on c'n? d'n?+i 


Donc : Pour n impair les substitutions de T('), laissant inva- 
riables toutes les syxu, sont les substitutions du sous-groupe 
homogène Ton: 

2° Soit maintenant » pair. Puisque toutes les 5,;4 restent inva- 
riables, la quantité entre crochets figurant au second nombre de 
la relation (9) (p. 231) est un multiple de 27 pour tous les 
couples de valeurs À, £. On aura donc 


AAO= NAME MOREL 
1) nad + nbc+d —a—= 


Il 


(mod2n). 


| 
OO NC 


ncd + nc +nd—ce 


Il 





(') Pour plus de précision on devrait dire : du groupe homogène correspondant 
au groupe non homogène T. 
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Ajoutant à la seconde de ces congruences la congruence 


—2nbc=0 (mod2A), 
on obtient 
n(ad—bc)+d—a=o (modern), 


ce qui donne avec (1) 
a=d=0 (mod nr). 


La première des relations (3) devient alors, / désignant un 
nombre entier, 
nl+(n+1)b=o (mod2n), 
ou, remarquant que, si 2 est pair, »? est divisible par 27, 


(n+1)b =0o (mod2n), 


GICOMINEN 7 1 CSL premier avec 7, 


b==0 (mod2n). 


La dernière des relations (3) donne, en opérant d’une façon 


analogue, 
C=0 (mod2n). 


Nous pouvons par suite écrire, a’, b', c', d' étant des entiers, 


il. DD CS CAL: D CHRTT, 
et transportant ces valeurs dans la seconde des relations (3) 


na d'+4b'c)+n(d'—-ax)=0o (mod2n) 
ou bien 
d'— a = (mod2). 
Posons donc 
a'=2a"+E, 


\ Lé 


où & est égal à o ou à 1; on aura aussi 


d'=2d"+e, 
. (2a"+e)n?+1 2 b'n? 
: D CITE (2d'+e)n?+1 


c’est-à-dire 


1 oO 
= ) (mod2n?) 
OT 
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ou bien encore 


_ 
l 


(HE : ) (mod2n?). 


0 n?+I 


Les substitutions V définissent un sous-groupe homogène 


d'indice u(on?). Donc : 


Pour n pair les substitutions de Y qui laissent invartables 
toutes les syru forment Un SOUS-groupe homogène l'uçon?)- 


136. Un problème d’un autre genre consiste à rechercher les 
substitutions de T laissant invariable une fonction 5;;u particu- 
hère. 

Pour cela formons tout d’abord l’équation de périodicité de 54x 
relative aux indices. 

La relation (6) (n° 134) donne 


PAS \/ Z 
, 9 +"! re el 9 7 
(1) 5} ee RL +an) (x n “) AE AT ET 
pr, k+qn DS 


n, 3 ayant la même signification qu’au n° 134, avec 


A = Pat gs 3°= Pi + 9 32. 


Multiplions membre à membre (1), (2), (3) et observons que 


d’après (3) (n° 134) on a 


il vient 
ner 
( 4) Sh+pn,k+qn = (— 1)P7CPEET Gr SAkU, 


qu'on peut écrire encore 


Nr 
(5) Sh+pn,k+qn u — es PERTE (2 n° ShkU. 
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Cette relation montre que si l’on ajoute aux indices de oyxu des 
multiples de 7 la fonction se reproduit multipliée par un facteur 
constant qui est une racine de l'unité. I suffit donc de considérer 
les fonctions syxu dans lesquelles les 2, £ ne sont ni l’un ni l’autre 
CON£TUS à 7. 

Voici une autre formule importante. 

Soient «, f, y, à les éléments d’une substitution modulaire 
quelconque, les formules (1) et (5) du n° 134 donnent 


(6) Sha+ky,hB+kÔ( 31; 22) = Sha(a si + P 232, Y31+ Ô 32). 
ARC œ 
Cela posé, si une substitution modulaire ( ‘) change 


Thk(31, 32) en elle-même, c’est-à-dire si l’on a identiquement 
Shk(X31 + Ÿ 32 Y31+ 052) = Ohx(31, Z2), 
on aura aussi, en tenant compte de (6), 


Shat+ky,hB+Aù (31; 32) = OAr(s1, Z2 ). 
Il suit de là 
OCT NC hR3+kAÈ—K; 


d’où successivement 





TRE — y moe , 
Pen, ae 8 4 
COR ICO RES 





et comme 


on obtient finalement 


Donc la substitution considérée est parabolique (ni 25). 


Posons 
A = I GE 


d’où 


O2 
Î 


I — Ü; 


soit d'le plus grand commun diviseur de h, k, posons } — dh’, 
Li dkLeonRenra 
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et, en désignant par d et p deux entiers, 


—y=àÀ/, D NAUNE 
De la relation À4'= uh'il suit, L'et L' étant premiers entre eux, 
À = rt HS 
d’où 
a=1+rhk, PETRE, Y==Th2tTRè—=1—rhkK". 

0 8 

si est donc la puissance d'ordre r 
4 à 
de la substitution parabolique d'amplitude 1 


re 1+ A! 4"? 
" — hi? rhin 


Supposons que les trois nombres }, £, n soient premiers entre eux. 

Alors deux puissances de V seront congrues à n, s’il en est de 
même de leurs exposants, et dans ce cas seulement. En effet 
si VS= V!, c’est-à-dire si 


La substitution considérée ( 


1+ sh k=5 + th'k, sk'?= 1K"?, 


— sh?=— 1h", 1 sh k£=i— th} (mod n), 
on conclut nécessairement, d’après l'hypothèse, 
s=t (mod »); 


et réciproquement si cette dernière relation a lieu, il en est de 
même des précédentes et l’on a V‘= V1. 
Donc les seules puissances de V qui soient distinctes sont 


1, VS OV R PSE. 


En combinant ces dernières substitutions avec celles qui laissent 
invariables toutes les 5,;, on obtient toutes les substitutions qui 
laissent invariable la fonction particulière 5,4 considérée, 

Les sous-groupes ainsi formés sont équivalents, puisque le 
sous-groupe formé des substitutions qui laissent invariables toutes 
les 5,x, est un sous-groupe invariant; et les sous-groupes tels que 


jr < a 
1, DONS IV EE PT CEE 


sont tous équivalents, car cette propriété appartient à toutes les 
substitutions paraboliques ayant un pour amplitude (n° 97). 
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Proposons-nous de déterminer le nombre des fonctions 5%, 
pour lesquelles , £, n sont premiers entre eux. 

Soit p, un facteur premier de 72. Pour former un couple de 
nombres X, À plus petits que rx et ne renfermant pas tous deux le 


. 142 . Rx S : 
facteur p;, on peut combiner un eee nombres inférieurs à À et 
\ Il 


ne n 
divisibles par p, avec un des (n—à) autres nombres restants, 
. 1 


ou bien un de ces derniers avec un quelconque des nombres infé- 
rieurs à 7, de sorte qu’on a en tout 


n n n '\ ES 
— (n— 2) (r— a HE ra (1 — 52) 
Pi Pi Pi Pi 


combinaisons. Or si p, est un facteur premier de n, autre que p,, 


. nm n G , , , 

parmi les me (n — 2) et a nombres considérés, 1l y en a respec- 
I I 

uvement 





n I ( n ) n 
sr =Ûn— 21), — 
P1P2 P2 Pi P2 


divisibles par p2, en sorte que, parmi les combinaisons formées, 1l 


n ( =) ( æ.) n n? / I ) 
ere) nn ee EAU nm ler 0 à 
P1P3 P1 P1/ P3 2Û pi 


constituées par deux nombres divisibles par p:. Il reste donc 


: 1 ne La L 1 I 
(Rene (3) (2 
2 Pe Air AE P: 


combinaisons de deux nombres n'ayant pour facteur commun mi p1, 


ÿ en aura 





ni ps. En continuant de la sorte, on trouve que le nombre des 
combinaisons de deux nombres , Æ inférieurs à n, et tels que 
h, k, n n'aient aucun facteur commun est 


7) HN (0) 
Pi P? Pr 


Pa Pas --., Pr étant les différents facteurs premiers de n. 


(=) 0 


(1) On sait que dans la théorie des nombres la notation 9(n) indique combien 
il y a de nombres inférieurs à n et premiers avec n. 


Posons 
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U(n)= ni =) (+ je (+ ee 
| P1 P2 Pr 


Alors l’expression (5) peut s’écrire 


c(n)Ÿ(n), 


et 


d’où 


mn) = = e(n)Y(n). 


Calculons maintenant le nombre des sous-groupes équivalents 
au sous-groupe, qui laisse invariable l’une des oyx. 

Ce dernier sous-groupe a été obtenu en combinant V etses 
puissances avec le sous-groupe qui laisse invariable toutes les 5,4 
et qui se compose de substitution toutes congrues à wn, suivant le 
module nr. Par suite au sous-groupe considéré de F correspondra 
dans Gyin) le sous=pronpell Ve NE): 

Pour résoudre le problème proposé, nous chercherons donc à 
déterminer le plus grand sous-groupe de Gun) admettant 
(1, V,..., V1) comme sous-groupe invariant. 

Considérons, pour simplifier la fonction 6,, (!), dans le cas 
actuel 

h= 0; LS 


d’où 
REA0 k'=: 
el 
VE DEN, 
OAI 
Si 
4 
D Ve 
" Ô 
est permutable avec le groupe (1,5, S2, .:., St=')ona 


U1SU=S" 


(as A pen (mod »); 
ANT ETE A Vo Fe 4" 


(") Il est à peine besoin de dire que le raisonnement s'étend à n'importe quel 
couple de valeurs X, k. 


c’est-à-dire 
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d’où il suit 


(8) 0 EI 
(9) 1+ay= ti (mod n). 
(10) = 0 


En faisant la somme des congruences (8) et (9), on obtient 


2= 0 (MO, 


en sorte que, si 2 >> 4, on doit prendre le signe +, et la rela- 
ton (8) montre que 
(11) ay =0 (mod n). 


Te NS : à e 
Multiplions la congruence (11) par 0, puis (10) par —$ et 
sommons ; nous aurons, en tenant compte de 20 — fy—1, 


Y=0 (mod n), 
d’où 
ad = (mod n). 


| 


On peut donc donner à z une quelconque des w(7) valeurs non 
congrues à Z et premières avec n; pour chacune d'elles © est déter- 
miné, et $ peut prendre nr valeurs. 

Par conséquent, le nombre des substitutions U permutables 


à 14 LS . 
avec S est no(n); elles se réduisent à : no(n), car on peut consi- 


dérer comme égales deux substitutions dont les éléments sont égaux 

et opposés. Par suite, le nombre des sous-groupes distincts équi- 

valents au sous-groupe qui laisse invariable l’une des 6x est 
I \ . 

u(n):=n$(n), c'est-à-dire V(n). 

Donc : Les fonctions ox, pour lesquels h, k, n n'ont aucun 
diviseur commun, sont au nombre de ow(n)Ÿ(n) et se partagent 
en b(n) systèmes, chacun d’eux comprenant »(n) fonctions 
invartantes dans un même sous-groupe de V(!). 


(!) Ces conclusions ont encore lieu pour 7 = 3; il en est de même pour nr = 2, 
car alors il est indifférent de prendre le signe + ou le signe — dans les relations (8) 
et (9). Pour n = 4, outre les substitutions formées à l’aide du raisonnement 
précédent, il en existe deux autres qu’on obtient en prenant le signe — dans les 
équations (8) et (9), ce qui donne 


(0 ni 
Mr, De Vi 2, CRE 
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Supposons maintenant que À, k, n aient un diviseur commun 4. 


Posons 
PRE KR TSI TL 


La formule (6) (n° 134) donne 


chk(u|z1, 32) = € L 1° Z1, Ze 


! 


"" 2 k' h'z KZ) 
annee A (ue EE 17 ) ._2h3+24"2 
AU 7 RER 





en sorte que dans le cas considéré, 5, peut être regardée comme 
une fonction 6; relative au diviseur n/. Donc : 


Les syx, pour lesquels h, k, n ont un plus grand commun 


D nm t 
diviseur t> 1, sont au nombre de e(=) (2). et se partagent 


n x n . 
en Ÿ (2) systèmes, chacun d’eux comprenant © (é) fonctions 


67 
invariantes dans un même sous-groupe deT. 


137. Les puissances n°" des 5,4 sont aussi des fonctions inva- 
riantes dans certains sous-groupes de F. 
Pour n impair, les formules (2) (n° 155) donnent 


(shru)" — ein—1)mil-/#6+hkia—d)+k0)l og u |”, 
c'est-à-dire puisque # — 1 est pair 
(snxu)*= (snxu}?. 
Pour À» pair, les formules (9) (n° 134) donnent immédiatement 
(sLgu)r= (cru). 


Donc les substitutions V = 1 (mod x) laissent invariables les 
fonctions (54;u)?" et, dans le cas où nr est impair, les fonctions 
(Sax TA LCR 


138. Les fonctions 6; considérées jusqu’à présent sont des 
fonctions homogènes, ou comme on dit encore des formes, de z, 
£2, de degrés 

Rappelons la formule 
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Posons, comme plus haut, 
hr: + An = 1; hz+ Kk22 = 2, 
nous aurons, d’après la formule (5) (n° 134), 


Chk(Z1, 32) =—e 7 ——er%: sin — D 


ou, tenant compte de (3) (n° 134), 








ATiz ee Sin * 
, 2239 —— . TZ n 2 
(1) Chh(31,22)=— —ets: sin — I ——— |: 
TH IT 32 + JT 2Zi 
j=1 SIN? =— 
LE 


Comme on le voit, à l'exception du facteur z,, toutes les autres 


: . ZI] . 
dépendent uniquement du rapport —; c’est ce que nous voulions 
&2 
établir. 
En conséquence, si l’on prend les quotients de puissances égales 


: Z1 : . : 
des 5;x, on aura des fonctions de —; invariantes dans certains 


32 


sous-groupes de F, c’est-à-dire des fonctions modulaires. 


139. Pour de ne pas dépasser les limites du cadre assigné à cet 
Ouvrage, nous n’appliquerons les théories précédentes qu’à un seul 
exemple, le plus simple de tous, celui des fonctions invariantes 
dans le sous-groupe l'4. [ei n — 2; les fonctions 5;, sont des formes 
invariantes, et leurs rapports sont des fonctions invariantes. 

Nons nous proposons d'exprimer, à l’aide de ces fonctions inva- 
riantes, une fonction invariante À, que nous allons définir. 

Nous savons (n° 131) que si 2, z et z/ sont liées par les relations 


y Li ———, Z=NCz), 


z' est une fonction uniforme de 3, ou, d’une façon plus précise, 
une fonction modulaire appartenant au sous-groupe |; 

Il en est de même si, au lieu des relations (1), on considère les 
relations 


\ 


(33+ 1)? 
TASER 


(2) he Z = (2), 
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EN : . ; ) 
Z ei Z! étant exprimables rationnellement l’un par l’autre, c’est- 
à-dire liés par une relation linéaire. 


Nous supposerons 





(32 LL 7 


de plus, au lieu de 3’ nous introduirons une fonction linéaire de z/. 
Ce sera encore une fonction modulaire du groupe T4. 


Soit 








(4) Dis mi | Herve 





la relation que nous établissons entre z/ et À. 
En tenant compte de (3) et (4), la première des relations (2) 


devient 








qu'on peut écrire 

Li: ZLir=(2h8—3)2— 31 +2): 4(À2— À + r)8 : 27 À2(À —1}? 
ou encore, Z étant égal à J, 
BLA — (2h 3X2— 3 À + 2)2: 4 (À2— À + 1)8 : 27 À2(X — 1)2. 


Ces formules montrent que les valeurs de À, correspondant à 
J— , sont À — 1, 0, «æ. Or, les nœuds du réseau de l; sont des 
points de l'axe réel, c’est-à-dire des points homologues dans T du 
point à l'infini; d'autre part pour 3 = on a J—, donc en tous les 
nœuds du réseau de l,, on a J—, et par suite en ces nœuds À prend 
les trois valeurs 1, 0, ©. Comme parmi les nœuds du réseau consi- 
déré figurent les points 3 —1, 0, æ, on voit qu'aux valeurs 1, 0, 
de z correspondent dans un certain ordre les valeurs 1, 0, æ de À. 
Cet ordre est arbitraire; car 3/, et par suite À, n’a pas été défini 
d’une façon unique, mais seulement comme racine d’une équation 
algébrique. En fixant cet ordre d’une certaine manière on définira 


À sans ambiguïté. 
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Nous adopterons la correspondance suivante 
9) AT, \(o}—9, AKco) ee" où 


Si l’on fait subir à 3 une substitution modulaire, À devient une 
autre racine de l’équation entre J et À; mais l; étant de genre 
zéro (n° 98), toutes les racines de l’équation sont des fonctions 
linéaires de l’une quelconque d’entre elles (n° 133, «). En d’autres 
termes, à chaque substitution modulaire de 3 correspond une 
substitution linéaire de À. 

Cherchons les substitutions linéaires de À correspondant aux 
substitutions S, T de 3. 

Soient 

| a b LAC: 

CSC) 
ces substitutions, de sorte que 
(6) un) STE (1) SZ 
cÀA(z)+d c'À(z) + d 


Remplaçons dans ces relations 3 successivement par 1, 0, , en 


tenant compte de (5) et observant que 


A(3)=0 0) ÀA(—1) = À(1), 
nous aurons 





db b a 
OO je? LE (@'eje=— —L3 

CE d C 

En b' a 
ar TR Ro 


d’où 


en sorte qu'on peut poser 


A I ON 
(ets) 
0 1 10 


et les relations (6) deviennent 





À(3+1)—=—À(3) +1, \(— ere 


Les subsuituuons S, T engendrent un groupe holoédriquement 
isomorphe au groupe Gç, c’est-à-dire un groupe diédrique. Les 
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6 substitutions de ce groupe sont 
= (e St s=( ‘ en ) 
0 1) O :1 1 0 
ik sui O 
5210 2h TS — { }: ss = (? ) 
ee I I O Sn 
Ainsi, en désignant simplement par À une des valeurs de À cor- 


respondant à une valeur déterminée de J, les 6 valeurs de À cor- 
respondantes, c’est-à-dire les 6 racines de l’équation 


AU een Dr 
D'ranAICNEETEN 
seront 
| I Net À 
À, EE, KA T ESS RRPTRNES 
Posons 
À 
in 


et donnons à À, À la signification plus précise suivante : 





oi ) + 2% À ) 2 I 
toi er = de 
Vr VX : Vr VX 


}' représentant la dérivée de À par rapport à &. 

Nous aurons 
2783:82:A 

— bre = 3 À? À — 313 — 25)? : A (XI — A1 9 + À2)5 ‘ 27 À? À2( 1 — Xe JE 
ou bien, en désignant par À un facteur que nous déterminerons plus 
loin 

27 hg?— (213— 32 À2— 3MA2 + 2Xi }?, 

(8) {  hgi—=4(—hih+h, 
RA = DTA CURE 


\ 


Puisque À,, À, sont des formes du premier degré en 3,,22, tandis 
que £», g3, À sont respectivement (n° 129) de degrés — 4, — 6, 
— 12, 1l en résulte que À est une forme du 18° degré. 

Pour déterminer cette forme, 1l faut trouver les substitutions 
linéaires et homogènes que subissent À, et À+, quand À subit les 
substitutions S, T. | 


CONSTRUCTION DES FORMES MODULAIRES. 245 
SE , , a b = © = 
Soit, en général, ; la substitution subie par À, quand on 
cd 


applique à 3 la substitution » On aura 
Y Ô 





(ES) ai(z\+ b 


ME 
3 + Ô 


fa Tes) +d 


En dérivant, il vient (dans l'hypothèse 40 — 65 —1) 


I (ES) - ad — bc Ne 
(y3+Ô}) yz+0/  [cA(zs)+d/ à 
ou bien 
7  Vad—bc(y:+586) __ chk(z)+d. 





\ az +f) VX'(z) 
; Eee + À 


Or, la seconde des relations (5) donne 


Ti 
Et s I 


h(azi+ Be, Ya1+08)=—et (Vs +) ——————— 
VT . az + 
: y3 + Ô 


et, par suite, il vient pour (10), en tenant compte de (5), 





(11) ÆyVad bch(xz; +62 YZ1+ 022) = Chi1(21, 29) + dho( 21, 35), 
et enfin, pour (9), 
(12) ÆVad—bch(as+fs ya 02) = 0 (21, 232) + bar, 42). 


Les formules (11) et (12) donnent les deux substitutions homo- 
gènes correspondant à la substitution non homogène (0). 

En particulier, aux substitutions non homogènes S, T corres- 
pondent les substitutions homogènes suivantes, que nous désigne- 
rons par les mêmes lettres : 


| S' 2 tA1(2Z1 + 2, Z2) = — À1(21, Z2) + À2(31, 32) 
1 


x tA2( 2: an 2h 22) —= À2(21, 22) 
| LINE Z2, 41) = À2(31, 32) 


25 LAo(— Z>, 31) = A1 (21, 22) 


Pour donner à ces formules une forme plus concise désignons 
respectivement par À; À; les transformées de À; par les substitu- 
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üuons S, T, nous aurons 


Hi =— + DL the 
oi DU NS Hu 


Il est facile de vérifier que S et T transforment en elle-même la 
forme [A »(A1 —h)|, qui est, par suite, une forme modulaire 
principale, et eomme cela a lieu également pour A, il en sera de 
même pour le produit 

36A[Aho(M— D)", 
mais ce produit est de degré zéro; c’est donc une fonction princi- 
pale, c’est-à-dire une fonction rationnelle de J. D'autre part, il 
résulte de la dernière équation (8) 


(13) 36A[ A1 — do)lt = A2A3, 


en sorte que ?A? est une fonction modulaire principale, donc une 
fonction rationnelle de J, soit 2(J), que nous nous proposons de 
déterminer. 

Dans ce but, observons tout d’abord que si lon représente sur 
un plan les valeurs de la fonction À(3), et que sur ce plan l’on cons- 
truise la surface de Rremanx, dont chaque feuillet correspond à un 
bitriangle du réseau F4, les points de ramification de cette surface 
correspondront aux nœuds du réseau considéré, et par conséquent 
c'est seulement en ces nœuds qu’on aura 


À C2) 0. 


Il suit de là que d’(z) n’est jamais nulle en des points extérieurs à 
l’axe réel. 

Or, comme dans le réseau modulaire, le seul point du triangle 
fondamental où À —® est le point à l'infini, À, et À? auront des 
valeurs finies pour toute valeur finie de 3 située dans ce triangle. 
On peut en dire autant de À, comme cela résulte de son expres- 
sion; et dans le réseau modulaire, le seul point du triangle fonda- 
mental, où la fonction (13) pourrait devenir infinie, est le point à 





l'infini. Or, on à + — o pour z — {œ (n°129) et Les valeurs appro- 
 chées de g:, g3, À pour z — rc sont (vou les formules du n° 129) 


I TE \# ke TT \6 T 12 
E82—= — , 3 — MS ES Al — LT: 
12 \ 32 ë 216 \ 22 Z9 








d’où 
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D'autre part LALE , 
ANNEE) 


? 


TANT? 
d’où la formule approchée 


“ 
; Je 


_" 


Eu I , 
1/2 — = 
| 4 16 


PES 4 dr . . . 
Prenant la dérivée et remarquant que Te = 277, il vient” 


+ ou bien 











| ŒT 


16 Ve. 





puis, d’après (5), 





d’où 


\ Mk (M— 2)=— _ 2, 





et enfin | | 
p(J) — 36AT A1 Àa(À1 — Pl RO 


Donc, la fonction considérée ne devient infinie en aucun point 
_ du triangle fondamental, par suite en aucun point du plan; ellese 
réduit par conséquent à une constante qui est précisément 36.2, 

On a ensuite 








Posons 


0 


Tr? À? 


LUS 
pd Va 
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Comme reste invariable par les mêmes substitutions que À, 


! 
\ 


U LA La ; k 
+ est une fonction modulaire du sous-groupe l'&. D'autre part, 6, 


D 


est une forme modulaire de degré 4 du même groupe, de sorte que 


—1 est une fonction modulaire. 
h oi x k : 
De même 4 — S est une fonction modulaire du groupe F,. 
Je dis que 5,, et u restent tous deux invariables par la substitu- 
tion S. 


En effet, tout d’abord, en faisant dans la formule (1) (n° 138) 


HS, FA, 110, 
on obuüent 
Le] 
2 Z9 | 
Are pee [1 PRE T à 
= nel 


et il est facile de voir que 5, reste invariable par la substitution 
homogène S 


34 = 31 + 22, rt Z2. 
Quant à 4, on peut remarquer que si l’on applique à 3,, z2 la 
substitution S, À subit la substitution linéaire correspondante 
1] I M 
, de sorte que 
0 HALE 
ÀA(3+1)=—X(z) +1, 
d’où 
\'(z3e+1)=—)'(23) 
et, par suite, 


Te mit nl 








Te? À'2(3 +1) 

Brie) Mel 
EC VPN 
Sé1 





Donc la fonction 4 — est invariante par là substitution S. Si 


maintenant nous considérons la partie d’un champ fondamental der; 
comprise entre deux droites parallèles à l’axe des y, distantes entre 
elles de la longueur 1, 6 prendra dans cette aire toutes les valeurs 
dont elle est susceptible. Prenons, en particulier, pour champ fon- 
damental celui de la figure 29 (p. 135), ét comme bande, la bande 


. . . [ s 
comprise entre les droites d’abscisse + + Dans ce champ, 0, si 


PA 


+ 
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elle ne se réduit pas à une constante, doit prendre la valeur &. On 
. I . . 

peut en dire autant de “ Donc 8 doit prendre aussi la valeur o. 


Or, on peut démontrer que dans le champ considéré, excepté aux 
points 3 —0, 3 —1t, Ü ne peut devenir ni nulle, niinfinie. La 
fonction 55,, comme cela résulte de son expression, est toujours 
finie et différente de zéro pour toutes les valeurs finies et com- 


plexes de 2 d’autre part, puisque pour 3 fini et différent de zéro, 


A et À, sont finis et différents de zéro, il en est de même pour p: 
c'est ce que nous voulions établir. 
Il suit de là qu’au point 3 — 1, 9 doit être nulle ou infinie. 
Calculons maintenant directement la valeur approchée de 4 au 
point à l'infini. Puisque 
Lim sin z — Lo, 


on a, comme expression approchée de cs1, 


2 39 
RES Cor 
T 


D'autre part, les expressions approchées de À, À! donnent 


_ 823; 


Pi 
T4 





L 


ce qui prouve que Ü se réduit à ire constante, de sorte que 
CR op 
Faisons maintenant, dans les formules (6) (n° 136), 
RO; JE 1; L10) B—=— 71, 1, Ù = 0; 


nous aurons 


G10( 31; Z2) —= To1(— 22, 31), 


relation qui exprime que, par la substitution T, 5,, se change en 


Si0- D'autre part T change À; et À, respectivement en +, 
4 


Æ 52, ce qui montre d’après la dernière formule (14), que A“ se 


# 
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1 ; ; 
transforme en = £ A. Il suit de là que 














a 
es r ton 
A# 
se transforme en 
À: 
Pen a) 
A# 
de sorte qu'on obtient la relation 
oc # 
A) 0 
ÿ 
En la combinant avec 
Go y = 20 
trouvée plus haut, on obuent 
LR on 561 
4 So 
ou bien 
£ s* 
À = — _ = 
So1 


Nous sommes donc parvenus à exprimer À à l’aide des formes 
modulaires du sous-groupe homogène F4. 
\&7 
On peut, au moyen de l'expression trouvée. donner facilement 
| ? Ÿ P 1 
une interprétation géométrique de la fonction 7e 


On saitque siz;estune des demi-périodes 2,,23»,23(33—=—2,—2;) 
on a 
G(UuU—+ 3; )s(u— 2; 
arr ni MR) 
| o?uU05?23; 
+ D'ailleurs 
c(u—3;)—=—e Miuc(u + 2z;), 
donc on peut écrire 
GAQUEEZ); 
c?uoc?z; 


Donnons à £ successivement les valeurs 1 et 2, faisons uw — ;, 
divisons membre à membre les deux équations résultantes, et po- 
sons comme d'habitude | 


parte 
nous aurons 


623102(2> + 23) 
C0] 0?3202(31—+ 33) 
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Or, su est une fonction impaire, de sorte que 


de plus, d’après la formule (3) (n° 134), 


ni n2)233 = (na — n1)(31+ 22) 
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et la formule précédente devient 





— — 6201227121) 





_ Ni __ 1s%e 
2 2 
010 — —€ G 31, 0p1— — € O Zo, 
9 \ 
d’où 
+3] 
À = — e2(23:—0121) 
Th Zo 
et enfin 
…  es—e 
P— 
Ci VC» 


Rappelons que e,, e:, e3, «© sont les quatre racines de la forme 
7 1 9 
Piquadratique fondamentale des fonctions elliptiques, réduite à la 
forme de Werersrrass 


Lon3 2 s Ÿ 
Da(ATi— SaLi da — 833); 


on peut dire que la fonction À est le rapport anharmonique des 
points ayant pour abseisses ces quatre racines, prises dans un ordre 
convenable. 

Il résulte de là : 

1° Que les six valeurs de À nous donnent les six valeurs du rap- 
port anharmonique des quatre points pris dans toutes les disposi- 
ons possibles (on le voit d’ailleurs directement sur les expressions 
déjà trouvées des six rapports); 

2° Que, à cause de la propriété invariante du rapport anhar- 
monique, À exprime le rapport anharmonique des racines de la 
forme biquadratique, qu’elle soit ou non réduite à la forme de 
WEILERSTRASS. 
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En suivant la même marche que précédemment, mais avec des 
calculs toujours de plus en plus compliqués, on pourrait obtenir à 
l’aide de 3 les expressions des fonctions invariantes respectivement 
dans les sous-groupes li», lo, l50, fonctions dont nous pouvons 


a priori affirmer l'existence, en vertu dü théorème du n° 132. 


Équations polyédriques et modulaires (1). 


140. En égalant à une constante une quelconque des fonctions 
polyédriques ou modulaires, on obtient ce qu’on appelle une 
équation polyédrique ou une équation modulaire. 

Ces équations peuvent être résolues par une méthode unique, 
fondée sur la considération d’une équation différentielle, dite 
équation de Scawarz. 

Soit en général Z(3) une fonction uniforme de 3, prenant les 


mêmes valeurs en tous les points homologues d’un réseau régulier 
TT | 


PRE 
ayant pour angles —; —;, —. 
# Vi Vo V3 

z peut être considérée comme une fonction de Z qui, pour 
chaque valeur de Z, prend plusieurs valeurs liées entre elles par 
des substitutions linéaires. Soient pour un instant pour z, € deux 
valeurs de 3, correspondant à une même valeur de Z, de sorte que 

23 + 

Qi) a. 

1€: Re) 
ou bien 

736+00—uz— 8. 


Dérivant successivement trois fois par rapport à 3, et désignant 
les dérivées par des accents, on obtient 


y(aC+ 3 L) + — az — 


y(2T + 23 Cl 113" OC — gaz" 
1(2€"+ 3 3 Cie Oise Oiee dci az" — 


Î 
© © © 





(*) Dans la théorie des fonctions elliptiques, t’expression équation modulaire 
est prise dans un tout autre sens; c’est la relation entre les modules de deux 
fonctions elliptiques liées par une transformation de degré supérieur au premier. 
M. KLEIN distingue ces deux espèces d'équations en leur donnant les dénomina- 
tions de Modulgleichung et Modulargleichung. Pour nous, il n'y a pas de confu- 
sion possible puisque nous n’étudions que les équations modulaires au sens précis 
indiqué dans le texte. 
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d’où, en éliminant &, y, à, 


z' re 14 oz 
0 = [2 44 CARTE 2z'{' z' — 
g" a 20 Ss UE re 2HEn 


et, en développant, 


are (&) 
CEE 
ÿ étant une fonction de Z, nous représ 
g" 3 /6"\2 
CHEN TT 
par la notation 


[9]z. 


9 
AL 
2 \ 
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ZHREE 0 
LA (A 3 g' ce ; 
A Ca 3 (or ‘a + el & ) 
" 
3 


le 


enterons lexpression 


à 
3 


Alors la dernière relation trouvée peut s’écrire 


[£lz=[Cz]7; 


(1) 


elle exprime que | z], est une fonction uniforme de Z. 


Pour déterminer l'expression [:];, obs 
du n° 130 peut s’écrire 


_ 
3 


et que, d’après les formules (1), (2), (3) 
graphe, on a successivement : 
Pour un point 3,, distinct d’un nœud, 


ervons que la formule (1) 


TN EN ANT 


, (4), (5) du même para- 


z =K, 2e, z"= 6k, 
d’où 
1. G6(ÆKè— K?) 
BAT RE r. 0 
Pour un nœud à : 
il il 
" Æ (1 


La 


2 


Far " EE 
ee (Z —:1) ; 


HER Æ( — Vi)(1—2V) 
ie. 
ÿ 


Æ 





us 
3 —1)": : 
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Pour un nœud à ou c, par un calcul analogue, on a respecti- 








vement 
V3 — I 
(3) [417 = TE 2 
9 
Vérrnl 
Le ZI = : 72 
90) [2 ]z TE 


Dans le cas où l’une des quantités y, par exemple »,, serait infinie, 





en posant 
k | LS —l3+(k+bl) se 
3 — b 3 — d 7 
on a 
v = LogZ, 
d’où 
CR fon p=— Z?, Ve 2 Arr 


el, par conséquent, en tenant compte de (1), 


| 
(sir = eee 

2 
qui se déduirait de la formule obtenue dans le cas général, en y 
111520 LE 

Donc [ 31, est une fonction uniforme de Z, qui admet Z — 
Z » 4 
pour zéro d'ordre deux, et n’a d’autres points singuliers que les 
deux pôles d’ordre deux z2—1, 3 —0. C’est donc une fonction 
P ; 

rationnelle (*) de Z de la forme suivante 


PE p+ocZL+Tr2? 
(3) [3 ]z = MP ATE Pre TT 2 


2, 5, + étant trois constantes qu'il s’agit de déterminer. De (2) 


(3), (4) résulte 


V? — I 
ER Te 
L'RÉZNS Eee 

Z=0 2V3 

Vi — I 





Lim ! 2? | | — 
Far [ 124 TE 


(:) D’après les principes de la théorie générale des fonctions, [ 3], étant uni- 
forme et ayant pour seules singularités des pôles est une fonction rationnelle; de 
plus, les pôles doivent être les zéros de son dénominateur. Comme l'infini est un 
zéro d'ordre 2, le degré du numérateur est inférieur (de deux unités à celui du 
dénominateur, ce qui conduit à la formule (5). 
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a 


et, d'après (5), 
































V?-- 1 x V3 — I V?— 1] 
5 > at 6, Cie 5 : — 0 = T 
2V? ot 2.2 Le 2V2 É 
d'où 
Vi — I VS el V?— 1 
(o === Re ES ee ee: 
2V1 2VS 2V3 
LCR l 
= | — L 
RE ST 
La fonction cherchée est donc 
Te no [ ï 
6 3|7z—= — ( 1 — - 
APT 0 gerer 
I ( I I I I I I I 
it —— ne — ] ne EE = 
PRE VE ÿ£ ZL(ZL —:1} 2 v3/(Z —:}) 
On peut écrire aussi 
I I [ L EC 
Eau) Z |z = I ; = GAL Ule 
f Fi Co (a) 7 





ne I I J ; I 
7 
DNS và VE PRESS 


L’équation différentielle écrite sous l’une ou l’autre des deux 
formes (6)et(5) s'appelle équation de Scawarz. 


141. L'intégration de l'équation de Schwarz peut se ramener à 
l’intégration d’une équation linéaire et homogène du second ordre. 
Soient l'équation linéaire 


(1) AE DMC 0 


et )»1, y: deux de ses intégrales linéairement indépendantes; 
alors 

(2) |Ji+PYitqyi= 0; 

lys+PYi+a72= 0, 


d’où 1l suit 


rie 


(3) LÉ a 


etren posant 
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on aura | 
! 
PNA Eee BA) 


À 


D NAT NI RATE 
n (fi) Ja 


el, à cause de (3), 

7 ! 
n LE 
— == 


n s4 





Par une nouvelle dérivation, on a 








711 119 "1 19 
n re pe BAT 
d’où 
Va A 37 V 
Re re | —;(-r-0à) 
1 mn il 
2 V2 pr 


où, d’après la seconde équation (2), 
! I 9 | 
HSE D OPRRERSIErTE 


Donc le rapport de deux intégrales d’une équation linéaire et 
homogène du second ordre satisfait à une équation de Schwarz 
bien déterminée. 

Donnons-nous, au contraire, une équation de Schwarz 


(4) [nlz=r. 
Posons 


! I 9 
(5) r=—p—>pi+2q, 


où p et g sont deux fonctions inconnues; si l’on prend p arbitrai- 
rement, g sera bien déterminé et il en sera de même de l’équation 
du second ordre (1) correspondant à l’équation donnée (4). 

De l'intégrale générale de (1) 


ŸJ = Ci171+ Coÿ2 
on déduit aussitôt l'intégrale générale de (4) 


ne CiY1 + Goya 
G3,71 + Gi Ye 
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Supposons au contraire qu’on connaisse l'intégrale x de (4). 
Posons | 


(6) | Va)o—Y1Y2 = FIN =: 


on a, d'après (3), 
D'+ pp = 0; 


d’où, en intégrant et désignant par C une constante arbitraire, 
— | p dZ 
(7) 0e J 


La relauon (6) donne ensuite 


d’où enfin 


142. On pouvait prévoir qu'à une équation (4) donnée devaient 
correspondre une infinité d'équations (1); car, n étant donnée, il 
ÿ a une infinité de couples de foncüons y, y: dont le rapport est 
égal à 9. Si donc nous choisissons un de ces couples, nous aurons 
par là même défini l'équation du second ordre correspondante. 
C’est bien le cas actuel, puisque les formules (1) du n° 128 déter- 
minent £,, {2 comme fonctions de Z (et d’une autre variable X). 

Nous nous proposons de construire l'équation du second ordre, 
admetlant comme intégrales /, et Lo. 

Posons, pour simplifier, 


F;(21, 32) = F5, F;(z, 1) = P;, 


d®; 
£ — ’, ‘1 — K;; 
dz Vi 





nous aurons, en vertu des propriétés connues des fonctions homo- 








gènes, 
: SA RON OF; OF; 
Fi= 25, 0; — 21 "Pi, KP 2: si + Ze 0 
&i Æ1 22 
d'où 
I I 0F; OF; 
D'— — Fi: Eee Cu ) 
29 HR OCT 082 


. | 
V. 2 
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Cela posé, dérivons par rapport à z la relation 











VC FA = C ai 
3 
nous aurons 
PT! us 
1 Cave Ce Ps Ps — VsPrPs) 7 
pY:— 1 1 Va OF OF3 OF; 
Site La 0z;: Hem LE 
p:° ae \3 C3 ÔZ: 03; 039 
Va 0F3 > 0F; # OF" dz 
Ko 02: ho 14 + HA 
Or 
VIN TA 
k3 7 Ko 4 


4 


et (théorème d’Euler sur les polyèdres n° 52) 
k: —+ 9 —= ke + k3, 


d’où, c désignant une nouvelle constante, 


IR 


Ph il (5 0F3 OF; me) dz 
Mais (n° 123) F, étant, à un facteur constant près, le détermi- 
nant fonctionnel de F,, F,; en désignant par L, À deux constantes, 


on aura successivement 





er DRE ds , Pa PACE IL) GR NES ZE 
M EP PA RU SAINTE À OC CA 
dz X 


HAE 
c’est-à-dire (en considérant comme au n° 128 les :,, =; comme 
fonctions de Z et de X) 


dz: d39 X 


Pr Cr en 


ou bien, à cause de (7) (n° 141), 
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CL 
X_? 


On ure de là 
fe dZ = Log Z + Log 


et dérivant par rapport à 5 
I 
PE 7° 


p une fois. connue, 7 et qg sont données respectivement par le 


second membre de (6) (n° 140) et la formule (5) (n° 141). 
L’équation différentielle à laquelle satisfont z, et 3, est donc 
DE 2 | y. 


Cr Rae I 
AN 77e re | 

Elle appartient à la classe bien connue des équations de 
CCD EE ZS)EE=6; 


RIEMANN 
(A+ BZ)P + 2 7) 


I 
P” 
‘® ss Z(1— 2) 
On désigne habituellement l'intégrale de (1) par la notation 
te d ï 1) 
x, 8”, Vo 


a, 5, y, #, $", y’ étant six constantes satisfaisant à la condition 


EG D'ERRCEE ET, 


A —1—4— 71, B——1—$6—6$7, ÉETE 
IREM EE 


et hées à À, B, C, D, E par les relations 

D = — ax — BE'+ y", 

P = Za(i—Z)ry, a=a+8 +, 
b=f$+y+ua, C=I+a— x, 


Si l’on pose 


l’équation (1) devient 
Z(i—2)g" +[c—(a+b+i1)2]e — ab = 0. 


(2) 
C’est une équation hypergéométrique ou équation de Gauss. 
Il est facile de vérifier directement que cette équation est satis- 
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faite par la série kypergéométrique 


+ 1) 6(6 + 
D Elaib, © 2) np 7 AR Alta 
| 1 C 1.2C(C+1) 


(3) | ï. 
| CARRE MO RORE OCPEERIPEERE 


À 1,2 9C{C DC 2) 


Si l’on pose 
AE A AU d=A+I—C, b'—b+i—c, Ci 2 — 0€, 
l'équation (2) se transforme en une équation du même type 
Z(Z —1)Y'+[c—(a + b'+r)Z]L— «'b'Ù = 0, 
qui admet l'intégrale 
D F4 0 Cr 

Il en résulte que (2) admet l'intégrale 
(4) msi Fa berez 

Aux intégrales (3) et (4) de (2) correspondent les deux inté- 
grales suivantes de (1) : 


P= Ze (= ME (a; b,c;L), 
P = Zac Z)" Fa, b7 eZ) 
= LATE a, bc 


1435. Dans le cas actuel, on a 








d’où 





RS CRETE 
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eL 


fi ant LAN OARRRR pEL D Ru as 
5} \ Va VE Vo 


RAS re) | 

PERTE PNR EC TAG 

(1) sn 
2 (+2) 

Pr ARNECr-TA)E HANR(CTADARcEe 


a, b, c, a’, b', c' ayant les valeurs qu’on vient d'indiquer. 
À l’aide de ces deux intégrales, on pourra exprimer sans diffi- 


culté les deux intégrales cherchées z,, z:; le rapport 3 — = don- 
nera = en fonction de Z et permettra de résoudre l’équation 
polyédrique ou modulaire. | 

Pour faciliter cette résolution, modifions l’orientation des po- 
lyèdres de façon que le pôle d’une face coïncide avec le point de 
la sphère correspondant au point :—o du plan. Alors, pour 
z—0o, on a Z—0o, d'où (n° 130), Æ désignant une constante 


différente de zéro, 


D'autre part, F;, s’annulant aux pôles des faces, doit contenir, 
une fois et une fois seulement, le facteur 3, tandis que ce facteur 
ne figure n1 dans F,, ni dans F;; alors dans le domaine de l’ori- 


gine, On a 
X (2 HT ENOGEEr 


h désignant une constante différente de zéro, et par suite 
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ou bien, en désignant par À,, À, deux constantes non nulles, 


Donc, dans le cas considéré, les deux intégrales cherchées ne 
sont autres, à des facteurs constants près, que les intégrales (1). 


144. Au lieu d'exprimer directement les irrationnelles polyé- 
driques et modulaires (!) par un développement en séries hyper- 
scéométriques de Z, on peut en se bornant à l’équation modulaire 
employer la méthode qu’on vient d'exposer. On cherchera ensuite 
à exprimer l’irrationalité diédrique pour m — 3, etles irrationalités 
tétraédrique, octaédrique et icosaédrique en fonction uniforme de 
l’irrationalité modulaire, ce qui est possible en vertu du théorème 
du n° 131. La constructuon effective de telles fonctions se confond 
avec celles des fonctions invariantes dans les sous-groupes T4, 
TEL 


24) 


lo de F, problème dont nous nous sommes occupé 
précédemment. ; 
Pour l’irrationalité modulaire, on a 





V1 —= 2, Va — 2, V3 — a, 
228 
d’où 
II f z 2 
Re 4 Le an C—= 5) L= be, CHEN 
> ?) 1) d 


et les formules (1) (n° 143) donnent, à un facteur constant près 
facile à déterminer, 


(1) PRES A 








(*) Nous appelons pour abréger irrationalité polyédrique où modulaire la 
fonction 3 de Z définie par Z—F(3), F étant une équation polyédrique ou 
modulaire. 
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Remplacons dans le second membre 3 par l'expression (1), 
À sera exprimée en foncuüon de Z, ce qui nous permettra de 
résoudre l’équation diédrique dans le cas de m — 5. 

On parviendrait, d’une facon analogue, à la résolution des 
autres équations polyédriques. 


Étude algébrique des équations polyédriques et de l’équation 
modulaire. Résolvantes. 


145. Avant d'étudier les équations polyédriques au point de vue 
exclusivement algébrique, 1l convient de rappeler certaines pro- 
positions dont nous ferons usage dans la suite. 

Étant donnée une fonction rationnelle f de plusieurs variables x1, 
La, -:., y, On appelle groupe appartenant à la fonction f le 
groupe des permutations des variables, qui laissent cette fonction 
invariable; on dit aussi que la fonction appartient au groupe 
considéré. | 

Si f est une foncuon symétrique, le groupe correspondant 
appelé groupe symétrique comprend toutes les permutations en 
nombre nhdes variables 728255... æy. 

Si, pour toutes les permutations possibles, une fonction f ne 
prend que deux valeurs, le groupe appartenant à cette fonction est 


LI] 12 I LL La Ta 
formé des =» ! permutations paires: on l’appelle groupe alterné. 


Tel serait, par exemple, le déterminant de VaNDERMONDE qui, par 
l'effet d’une permutation quelconque, reste invariable, ou bien 
change de signe. 

Soit A le discriminant des x variables, c’est-à-dire le produit 


n(n — 


2 l'INFE ES - ; 
des carrés de leurs différences. Toute fonction appartenant 


au groupe alterné est de la forme 
9 + Ÿ VA, 


où © el Ÿ sont des fonctions symétriques; pour toutes les permu- 
tations des variables cette fonction est susceptible des deux formes 
suivantes : 

e +4 ya, e— 4 VA. 
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Si, pour toutes les permutations des variables, une fonction f 
est susceptible de s formes diverses 


1e Ji Ja D eu, sa 


le nombre s est le quotient de » ! par l’ordre du groupe, c’est- 
à-dire l'indice de groupe de la fonction, considéré comme sous- 
groupe du groupe symétrique. Les groupes des fonctions f, f\, 
fa, -.., fs_1 Sont autant de sous-groupes du groupe symétrique, 
équivalents au groupe de f et non nécessairement distincts. 

Soient G, H les groupes des fonctions f, ©; si H est un sous- 
groupe de G, f peut s’exprimer rationnellement à l’aide de v et 
des fonctions symétriques, et réciproquement. 

En parüculier, quand deux fonctions f et w ont le même groupe, 
elles peuvent s'exprimer rationnellement l’une par l’autre, les 
coefficients étant des fonctions symétriques. 

Étant donnée une équation algébrique, ses coefficients nous 
donnent les valeurs des fonctions symétriques des racines. Il peut 
arriver qu'on connaisse en même temps la valeur de quelque fonc- 
tion © des racines non symétrique. Si G est le groupe de ©, on 
connaîtra en même temps que © la valeur de toute autre fonction 
du groupe G, puisqu’une telle fonction est exprimable rationnel- 
lement à l us de # et des coefficients de l’équation. 

Si l’on connaissait les valeurs de plusieurs fonctions ©, 4, y, 
appartenant à différents groupes ER H;'KRP #0 Ron Gonnutbatt 
aussi la valeur de la fonction 


F=ap+ft+yy+..., 


4, Ê, y, ... élant des nombres quelconques distincts ou encore 
des quantités indéterminées. Le groupe de F est le plus grand 
sous-groupe commun à G, H, K, puisque la condition nécessaire 
pour que F reste invariable est qu’il en soit de même de chacune 
des fonctions ©, 4, y, .... On voit donc qu’on peut toujours se 
borner au cas où l’on connaît ia valeur d’une fonction (et avec 
elle naturellement celle de toutes les autres fonctions appartenant 
au même groupe). Le groupe auquel appartient cette foncuon 
s'appelle le groupe de l’équation. 

Pour une équation générale, c’est-à-dire où les seules fonctions 


A  — 
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rationnelles connues des racines sont les fonctions symétriques, le 
groupe est le groupe symétrique. 

Si, au contraire, on connaît par exemple la valeur de la racine 
carrée du discriminant, le groupe de l’équation est le groupe 
alterné. | 

Lorsqu'une équation est irrédnctible, son groupe est transitif 
(n° 15) et réciproquement. 

Soient f (3) — 0 une équation de degré n, dont les coefficients 
appartiennent à un certain domaine de rationalité (!) CG, y une 
fonction rationnelle des racines z, 3,, 3%», ..., z»_,, et dont les 
coefficients appartiennent au même domaine. Si, par l'effet des 
r permutations des racines, 7° désignant l’ordre du groupe G de 
l’équation, la fonction y prend s valeurs diverses 


€ JA V2) ONF) Vs—1) 


les fonctions symétriques de ces s valeurs appartiendront au 
domaine C. | 

En effet, ce sont des fonctions symétriques des racines de 
l'équation donnée, dont les coefficients appartiennent à C. Ainsi 
Vs Vis Vos -"., Vs_1 Seront les racines d'une équation de degré s, 
dont les coefficients appartiendront au domaine C. Cette équation, 
que nous écrirons 


(1) o(y)=0, 


est dite une résolvante de l'équation donnée. Le groupe G de 
l'équation proposée et le groupe H de la résolvante sont 1so- 
morphes (?); l’isomorphisme peut être holoédrique ou mérié- 
drique; 1l est nécessairement holoédrique si G est un groupe 
simple. 

Si Pisomorphisme est holoédrique, à chaque permutation des z 
autre que l'identité correspond une permutation des y autre que 
l'identité et vice versa. Donc, il n’y a que la permutation iden- 


(1) On appelle domaine de rationalité [ x,, «,, ..., «,] l'ensemble des fonctions 
rationnelles de &,,æ,, ...,«,. Ainsi, par exemple, le domaine de rationalité [1] est 
constitué par l’ensemble de tous les nombres rationnels. 

(2?) En effet à chaque permutation des z correspond une permutation déter- 
minée des y; d’autre part au produit de deux permutations des z correspond 
le produit des deux permutations des y. 
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tique des 3 qui laisse tous les y invariables. Il suit de là que le 
groupe de la fonction 


(2) A =IVY + MPa. + As—1Ys—1; 


où les x sont des constantes distinctes, comprend seulement l’iden- 
té, que les 3 s'expriment rationnellement à l’aide de et des 
quantités du domaine C, et que, par suite, équation proposée 
peut être regardée comme une résolvante de (1). On dit alors 
que (1) est une résolvante équivalente, puisque la résolution de 
l'équation f(:) —=01et cellendé (y) =orconsttmentdéstpro 
blèmes équivalents. 

S1 l’isomorphisme est mériédrique, à la permutation identique 
du groupe H correspond dans le groupe G un sous-groupe inva- 
riant G/ : c’est l’ensemble des permutations des 3 qui laissent 
invariable la fonction (2). Supposons qu’on sache résoudre 
l'équation (1) et qu’on connaisse par conséquent la valeur de la 
fonction n, le groupe de l'équation donnée n’est plus G, mais se 
réduit à G’(!). Donc, étant donnée une résolvante non équiva- 
lente, sa résolution réduit le groupe de l'équation à un sous-groupe 
invariant du même groupe. 

Une résolvante équivalente particulièrement importante est la 
résolvante de Gazois. On désigne ainsi l'équation irréductible 
dont l’une des racines est 


Haute D (à - 
p=$sz+fbizit...+ 8 3x, 


D, Di, Bo, ..., 8»; étant des constantes distinctes. Puisque chaque 


permutation des 3 change la valeur de », le groupe de la fonction 
e comprend seulement l'identité, et tous les 3 peuvent s'exprimer 
rationnellement à l’aide de 5. De plus, comme toutes les racines 
de cette résolvante se déduisent de o en échangeant les 3 entre 
eux, ces racines sont des fonctions appartenant au groupe formé de 
la seule identité, et peuvent done s'exprimer rationnellement à 
l’aide d’une quelconque d’entre elles. 


SOIENT P, Pis Pare -.s Ori CES TACINES, ON A 


Dieu tp (LENS CET) 


À 





(!) G'est le sous-groupe commun au groupe de la fonction y et aux groupes 
qui lui sont équivalents. 
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les Ÿ; étant des symboles de fonctions rationnelles. Chaque fonc- 
on Ÿ; correspond à une permutation déterminée S; du groupe G, 


celle qui change o en pi; au produit des deux permutations S;, S, 


correspond la fonction Ÿ;%;. Donc les Ÿ;, regardés comme symboles 


d'opérations, constituent un groupe T, holoédriquement isomorphe 
au groupe G. 
Soit 


Lo POLE 0 
la résolvante de Gazors. Appliquons-lui le changement de variables 


CERTA AA 
elle devient 


(4) Fox! (v)] = D(e) = 0. 
Les racines de (3) sont 
U =", Ut Co) nr. DUT 
Celles de (4) sont les expressions de # que l’on déduit des relations 
Pr'(P)=p,  Yr'(v)= de), +, Vri(o)= rip} 
c'est-à-dire 
(5) 0 = Ya(p), = diva(e), Se.) = dr iga(p). 


Mais puisque les opérations Ÿ forment un groupe, les opéra- 
üons (5) ne sont autres que Ÿ, 4, W, ..., td, rangées dans un 
certain ordre. Donc les équations (3) et (4) ont les mêmes racines 
et par suite chacune des fonctions Ÿ transforme en elle-même la 
résolvante de Gazois. Cette résolvante jouit donc de la propriété 
d'admettre des transformations rationnelles en elle-même, et le 
nombre de ces transformations est égal à son degré. 

Réciproquement si une équation irréductuble de degré r 


FQu)=0 
admet 7: transformations rationnelles en elle-même 


de 4, NET Qu), ANPERC UT A) Lu—y,s;(u). 
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on a, en désignant par L l’un quelconque des nombres1,2,...,r—1, 
FQu)=F[ox'(u)] (1). 


On voit que si s est une racine de l'équation donnée, il en est de 


même de la quantité u donnée par 


Vri(u)=0, 
c’est-à-dire de 


VEN EN 


Donc les racines de l'équation sont toutes des fonctions ration- 
nelles de l’une d’entre elles, et l'équation peut être regardée 
4 EX L 

comme sa propre résolvante de Gazois. En outre, le groupe formé 
des opérations Ÿ est holoédriquement isomorphe au groupe de 
l'équation, et peut être pris évidemment pour groupe de l’équa- 


tion. 


146. Appliquons les considérations précédentes aux équations 
polyédriques. 


Soient 
Liz) 12 


une équation polyédrique (ou cyclique), G le groupe correspon- 
dant, » l’ordre de ce groupe. Si l’on soumet l’équation aux » sub- 
sutulions linéaires de G, l’équation ne change pas, en sorte que 
G peut être considéré comme le groupe de cette équation. De 
plus G est transitif, car, si l’on prend deux points homologues 
quelconques, 1l existe toujours dans G une substitution qui 
échange ces deux points. L’équation est par suite irréductible. 
Donc : 


Toute équation polyédrique est irréductible; son groupe est 
le groupe polyédrique correspondant, et elle peut être const- 
dérée comme sa propre résolvante de Garotis. 


147. a. La résolution des équations cycliques est du domaine 
de l’Algèbre élémentaire. i | 





- | Mr 
(*) Les deux membres pourraient aussi différer par un facteur constant, cela 
-n’à pour nous aucune importance. 
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En effet, l'équation 
(1) 717 
se résout au moyen d’une simple extraction de racine 
z = \/Z. 
b. De même les équations A UrEs 


(z7m+ 1) 
(2) PRET ARTE 


Z 

sont des équations élémentaires; elles appartiennent à la classe des 
équations qui se ramènent au second degré. Nous pouvons, cepen- 
dant, leur appliquer les théories générales précédentes. 

Puisque le groupe diédrique d’ordre nr — 2 m contient un sous- 
groupe cyclique invariant d'ordre m, nous prendrons comme 
résolvante (non équivalente) de (2) une équation ayant pour racine 
une fonction appartenant à ce sous-groupe, par exemple la 
fonction 5” — 7Z,. Cette équation 


(Z1+1}? Ed 
nn | 


se réduit par voie élémentaire à l'équation cyclique du deuxième 
P q ycuq 


ordre 

(Z1—2L+1) = 42L(ZL — 1), 
d’où 

TL -1 NULL) 
et enfin 


2 NOESIS) 
En particulier pour le groupe trirectangle (m — 2) 
a) PV ENT ATEN RETIIEETR 


c. Le groupe tétraédrique admet comme sous-groupe invariant 
un groupe trirectrangle. Or l'équation tétraëdrique 
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pbeulsécrire en pOSanto cu, 


(z2+1)} + {az ]5 7 
22+ 1)? + 4222? me | 


ou encore 
(321)? : 
SRE te 
: FE ES 
(En) D ] ES ‘ 
(Zn à 
+ 


Prenons pour résolvante une équation ayant pour racine une 
fonction invariante dans le groupe trirectangle, par exemple la 


fonction 
(zs22 92 


72 


12 


— Zi. 


L’équation cherchée, qu'on déduit aussitôt de (4), est 


À de 


\ Li + a? 


E) 


C'est une équation cyclique, d’où l’on tire 


3/77 
k a? V/ZL— a 
(5) Je. VERS 
VZ—: 
et, en tenant compte de (3), 
(6) 3=ÿZ+vZ—x, 


Z, étant donné par la relation (5). 
5 Aes bre groupe octaédrique contient comme sou s-croupe invariant 
un groupe tétraédrique. 
Or, l’équation octaédrique 
Wè 


1081 0 
en vertu des relations (n° 125 et n° 126) 


W = o, 12534 — pi + DE 0, 
? 


peut s'écrire 


4 7% 





(G) = 


Prenons comme résolvante une équation dont l’une des racines 
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soit une fonction invariante dans le groupe tétraédrique, par 
exemple la fonction 


Une telle équation, qu'on déduit aussitôt de (=), 


NE on 
(As 


« 





se réduit à une équation cyclique qui, résolue, donne 


TON ENT 


(8) L2 = 7 


On a donc, en se reportant à la relation (6), 
HENITENTEEr 


Z3 ayant pour valeur d’après (5) 


Quant à Z:, elle est définie par (8). 


148. Rien de ce qui vient d’être dit ne subsiste pour le groupe 
icosaédrique, qui, étant un groupe simple, ne peut donner lieu à 
des résolvantes non équivalentes. Construisons cependant une 
résolvante qui présentera pour nous un intérêt spécial. 

Le groupe icosaédrique contient cinq sous-groupes tétraédriques 
équivalents. Or, si nous construisons une fonction invariable par 
les substitutions d’un de ces groupes; cette fonction, pour toutes 
les substitutions du groupe icosaédrique, prendra cinq valeurs dis- 
unctes. Ces cinq valeurs seront racines d’une équation du cinquième 
degré, qui sera une résolvante de l’équation icosaédrique. La 
fonction considérée est rationnelle en 3 et du douzième degré. 

Choisissons, pour fixer les idées, le sous-groupe tétraédrique 
correspondant au système des trois médianes orthogonales, passant 
par le miheu de l’arête 1-2 et que nous avons désigné (n° 67) par 
la notation ,. Soit L’ la forme du sixième degré qui s’annule aux 
extrémités de ces trois médianes, la fonction 


fl 


19 


er 


(1) Ai 
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sera une fonction du douzième degré invariante dans le sous- 
groupe tétraédrique considéré. 

La forme ('est celle que nous avions déjà représentée par £, dans 
une autre position du tétraèdre. Elle se déduit d’ailleurs de £ par 
la substitution linéaire représentative de la rotation, amenant les 
trois médianes d’un même système en coïncidence avec les trois 
axes de coordonnées. | 

Cette rotation, comme il est facile de le voir, a pour ampli- 


l ; : 
tude ; et s'effectue autour de l’axe n. On doit donc, dans les for- 


mules (6) du n° 61, poser 


L 
CEST DIE 0S H —,90, 
"1 
d’où 
$ 2 
d'I0E 0) b——sin-;, d = cos) 
4 A 
et la formule (5) du même paragraphe devient 
3 COS— +sin- 
* 4 4 
O0 RL. Ch , 
— 3 SIN — —— COS 7 
4 4 
ou bien, sous forme homogène unitaire, 
! l ! 
35 = 31 COS — + 39 Sin —» 23 = — 8 Sin 7 + 32 COS -; 
4 
on a ensuite 
d'= 22h (2 — 54) 


PT a 
}COS = SIN 2172 | COS EE SIN? 
DE 4 4 


| 
PTS 
ù 
> 19 
| 

ù 
1219 


rai l 
— (3? — 35) SN 270 COS 
D 


l ME 
>< EE 32) COS = + 22122 sin = | (3? + 35) 
2 


I , 
(35+ 33) |- SGiT 35—63?233)sin{+23;z:(23?— 22) cos | : 


SI 
©QS 
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Or (n° 6) 


d’où 











ou encore 
(35— 235— 53t— 532+93z +1) 
EE — — 


L’équation du cinquième degré entre r'et Z peut s’écrire 
I Z EYE 


(2) OU. TITI 











2 


o(r), (r), 4(7) étant trois polynomes de degré au plus égal à 5, 
dont l’un au moins est du cinquième degré, et dont les racines 
sont les valeurs que prend 7 respectivement au milieu des arêtes, 
aux centres des faces et aux sommets de l’icosaèdre. Ces trois poly- 
nomes sont liés par la relation 


(3) Cr) = VOD EAN 


Tout d’abord (1) montre que r est infini en tous les sommets; 
donc les racines de (7) doivent être toutes infinies, ce qui exige 
que y (r) se réduise à une constante. Nous poserons 


(4) LC) = 1728. 


Il résulte encore de (1) que r s’annule en 6 des milieux des 
30 arêtes. Aux 24 autres points, 7 doit prendre 4 autres valeurs. 
Mais puisque les substitutions du groupe tétraédrique laissent la 
fonction 7 invariable (ainsi que le système k, de trois médianes), | 
mais ne laissent invariable aucun autre système de trois médianes, 
la valeur que prend r aux extrémités de l’un des 4 systèmes >, k3, 


Ve 18 
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k,, ks devra être égale à celle qu’elle prend aux extrémités d’un 
autre système. Autrement dit, les quatre valeurs devront être 
égales deux à deux. La fonction &(r) aura donc la forme suivante : 


(5) o(r)=ur(r+ar+ $p}?. 


Quant aux centres des 20 faces de l’icosaèdre, 8 d’entre eux 
coïncident (n° 75) avec les centres des faces de l’octaèdre, ayant 
pour sommets les extrémités du système #,, ou bien encore avec les 
sommets du cube polaire. Ces sommets, par les rotations du groupe 
tétraédrique se changent entre eux quatre à quatre (puisqu'ils 
forment deux tétraèdres polaires l’un de l’autre, dont chacun se 
change en lui-même); les 12 autres points, ne pouvant contenir 
aucun ensemble de 4 sommets, qui reste invariable, s’échangent 
tous entre eux. Et comme les centres des faces doivent être regardés 
comme des points triples, L(r) aura deux racines simples et une 


racine triple, d’où 
(6) VONT -E y) OPERNTEME): 


Les coefficients figurant dans (5) et (6) se déterminent au 
moyen de (2}, (3), (4). En vertu de ces relations, on a 





Gr mr(ri+ar+f$=v(r + y)3(r2+Ôr+e) — 1728, 
7 — PRÉ ATe-- GrEEeNs 
1720 
Or (n° 128) 
Z = — A E . 
172074 


Pour 3 — , il résulte cette formule et de l'expression de r 











WT v 35 “ 
1 — 3, Z'—= . ot 0 Ti Fe , 
1,2 1720 1728 
1 A 
d’où 
LEA 


Ensuite la comparaison des termes de plus haut degré dans (7) 
donne 


d'où 
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et 
eGr)=r(t+ar+ 7, Wr)=(r+y}(r+èr+e), 


(7) devient donc 
(8) r(ri+ar+B}=(r+y)(r2+Ôr+E) —1728. 
Dérivons les deux membres de cette identité, nous aurons 


(r+ar+$}+or(r+ar+8)(2r+a) 
= 3(r+y}(r+Ôr+e)+(r +y}(2r +Ô) 
ou bien 
(r2+ar+$)(5r2+3ar + 6) 
=(r+y){5r+(2y + 40)r + vd +3]. 


Le facteur r + yne peut diviser le trinome 7? + ar + s, puisque 
les valeurs que prend 7: aux centres des faces sont nécessairement 
différentes de celles qu'il prend aux milieux des arêtes. 

On doit donc avoir 


512+ 3ar+ 8 = 5(r + y}, 
price 4Ü)r HYÈ+ 3e 5(r72+ ar + B); 
d’où 


HO), Pr= 04e; 2y + 40 = 52, Y9+3:— 58, 


ce qui donne 











(9) MY DEN GY, s——"y?. 


vie = 5020 
° Q A 64 oO] a 
relation qui, à cause de s — —?, devient 
a 
“ 9 L 
(10) V5 = OO SRE 


Pour déterminer complètement y, il convient de faire une 
remarque. La valeur 





y est celle que prend 7 aux centres des 
faces de l’icosaèdre, qui ne sont pas en même temps centres des 
faces de l’octaèdre déterminé par le système k,. Or un de ces 
centres est certainement celui de la face 2, 9, 10 de l’icosaèdre ; 
il ne peut être centre d’une face de l’octaèdre, puisque préei- 
sément sur un de ses côtés (le côté 9, 10) se trouve un sommet 
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7 
de l’octaèdre. Mais le centre de la facé 2, 9, 10 se trouve 
évidemment (voir fig. 13 et 14, n° 15) sur l’axe réel, et, d'autre 
part, l’expression de r montre que r est toujours réel pour des 
valeurs réelles de 3. Donc la valeur — + que prend r au centre 
considéré, et par suite en tous les autres centres qui ne sont pas 
centres des faces de l’octaèdre, est nécessairement réelle et (10) 
nous donne l’unique solution y — 35. 

Cela posé, on a, en vertu de (9), 


Drro, Dire Mie 10, Oh 1 (A 04. 
et la résolvante cherchée du cinquième degré peut s’écrire 
ZL—i1:Zii=r(r+ior+ 45} :(r+3}(r?+1ir + 64):1728, 


ou encore, en tenant compte des formules du n° 127, 
T2 
F5 


= 1728(L—1) = r(r?+1or + 45 }?. 


Remplacons 7 par son expression (1), et écrivons pour sim- 
plifier & au lieu de t', nous aurons 


TZ #2(t + io ft? + 45f2}?, 


puis, extrayant la racine carrée, et remarquant que pour 5, = 1, 
CS 0 UN 


il vient 
(11) t(tt+roft2+ 45/2?) —T =, 


que nous appellerons néanmoins une résolvante, bien qu’elle soit 
mise sous forme homogène. 


149. Avant de passer à la construction d’une résolvante plus 
importante de l’équation de l’icosaèdre, que nous appellerons 
résolvante principale, cherchons l'expression de la forme W 
relative à l’octaèdre considéré précédemment, forme que nous 


indiquerons par W'. On a 


1 SU 72 s . : 
3, et 7, étant les variables, figurant dans la substitution du para- 


graphe précédent. Au lieu de faire directement la substitution, 
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nous remarquerons que W est le hessien de f£, et que le hesssien 
est une forme covariante. Il suffira donc de former le hessien 
de #’, qui, à un facteur constant près, sera W'. Ecrivons W au lieu 
de W'; et, à cause de l’indétermination des coefficients a, b que 
nous introduirons un peu plus loin, on peut supprimer un facteur 
constant sans importance et commun à tous les termes de W. On 
trouve ainsi 


Observons que la forme 
Y = a W + btW, 


où a et b sont des quantités quelconques, étant une fonction à 
5 valeurs, doit satisfaire à une équation du cinquième degré 


(Gi) VAN VB SE ON DV E — 0. 


À, B, GC, D, E étant des fonctions homogènes de degrés 1, 2, 3, 
1 o0en G el/0, contenant etes. Indiquons, pari}, WE 
(A = 1, 2, 3, 4) les expressions de £, W relatives au système des 
trois médianes X,,,; les &;, W,se déduisent de £, W au moyen de 
la substitution S#, et comme l'expression de la substitution homo- 
gène Oest 


on trouve 





Si & et W, désignent £et W, on peut dire que les racines de (1) 
sont 
NN — aWp + DtrWh Che 0, 1,2, 3 4e 


Posons donc 


SD (ë=1,2,3,4,5). 


HD) 
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Les formules de Newrox (!) donnent 


A=— Si, 
2B—— S2+S;, 
6C—=—2S;3+3S:S— S5, 
24D =—6$S,+ 88381 — 68282 + 3S3 + Si. 


De plus, 


Fe IT va 


= 0 


Nous avons donc tout d’abord 


4 4 
A=— Id Yi=— Dieu). 
\ 7 


h=—0 h=0 

Les expressions Da W. > taW x étant symétriques par rapport 

k=0 h = 0 

aux Cinq octaèdres, sont des fonctions rationnelles entières de 3, 
z,, invariantes dans le groupe octaédrique, et qui, étant de degré 
inférieur à 60, peuvent s'exprimer rationnellement à l’aide de f, 
H, T. Elles sont de degrés 8 et 14. Or une fonction rationnelle 
entière de y, H; Ærne/peutiètre de desreto loue DOneROnE 


nécessairement 
A = 0. 


De même, en tenant compte de S; —0o,ona 


k 3 # à 
J ; I \! 


== 0 h—0 0 h=0 


Les fonctions figurant dans les trois termes de la dernière 
expression devraient être de degrés 16, 22, 28; or, cela est impos- 
sible pour une fonction formée à l’aide des f, H, T. Donc 


B = 0. 


(1) Les formules de Newroxlient les fonctions symétriques simples c, (somme 
de plusieurs quantités, de leurs produits deux à deux, trois à trois, etc.) aux 
fonctions symétriques complètes S, (somme des puissances semblables); elles 
peuvent se résumer dans la formule suivante : 


de Ù 
RC, = SC — SC 3 + 80 a rs. —(—1)}s,. 
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Passons au calcul de C. Comme 


4e Sr O, 


cu 
Ÿ 


C5] = 


4 NU % x 
CU Wi-3e6 du wi-sa NW GW |. 


PO = 0 fe 0 À —0 


Les quatre termes sont respectivement de degrés 24, 30, 36, 42. 
Or, les seules fonctions qu'on puisse former avec f, H, T, et qui 
soient respectivement des degrés précédents, sont 


ER RENE 
d'où, en désignant par &5, %,, %, 48 quatre constantes, 


4 
D Wi— CURE DTA a T, 


hi =0 h=—0 


2 3 3 
DNS, OMS A 
= h=0 
Pour déterminer ces constantes, il suffit d’égaler les termes de 
plus haut degré en 3, dans les deux membres de chaque équation. 
Dans le second membre de la première, le terme de plus haut 


GE. 20) 
1 


degré en 3, est 4,:°:;. D'autre part, 


et comme, De 0 pour 7 0 (mod5}), le terme de plus haut 
== 0 


4 
degré dans > W? est — 5.24 :°° 23°; 1l en résulte 
h=0 
Xp —— 120. 


Dans la deuxième équation le premier terme du second membre 


est a,3°, le premier terme du premier membre — 53°, 


d'onta=E 
Dans la troisième équation, le premier terme du second membre 
est 423,°25. Quant au premier membre, on a 


2 3 
Wii (ehzl2— 431123 — Gerhz10 22 + 90 
ai 
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Le terme en 5°°z a pour coefficient 52, donc le même terme 


5) 
2 
k4 


dans la somme >  Wÿ aura pour coefficient 360, de sorte que 
1=0 , 
To —= 360. 
Enfin, dans la dernière équation le premier terme du second 
membre est a331'3:. D'autre part, 
InWNn=—chzit+ehzi3z +LoGethzilzi + .., 
d’où 
LWi=—ehzt+3ztiz+..., 


4 
et le coefficient de z,'z;: dans D L'NNSeS UT 0 PAT UE to 
h = 
Donc 


GC =— L(— 120 a3f?—15abT +io8oab?fi+15b3fT) 
(e) 


ou bien 
C=5(8a3f?+ a?0T — 72ab?f3— DÎT). 


Faisons pour D un calcul analogue. Puisque S, = S: — 0, on a, 


, L 


I I > UE à % > 2 k 
D=—-s=—- a* W;+4ab tn W};,+6a?b ti W} 
ei al 


A==i0 h=—=0 20 
4 le 
+ { ab3 > NW + b* > ti W} 
h—=0 R 10 


Les cinq termes sont respectivement de degrés 32, 33, 44, 50, 
56. On ne peut former avec f, H, T aucune fonction de degré 38; 
les seules fonctions de degrés 32, 44, 50, 56 sont les suivantes : 


SENS, HT AH. 
On a donc, 5, B2, 93, 8; désignant des constantes, 


4 g & 
2Wi= RH DuwWi=o DaWi=/ 


HN) h=0 k =0 


k é 4 
D'AWI= BAT, D'éWi= Ben. 


h=0 FEI 


Dans la première équation, le premier terme du second membre 
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est — 63/3: Quant au premier membre, on a 
Wi — ch 352 + 435! 22 + 34etR 270 33 +. nel : 

r suite, | 1er d ler br 2 ro diOL 
par suite, le premier terme du premier membre est 2031'z3:, d’où 
8 —="0;: 

Dans la troisième équation, le premier terme du second membre 
est — f,:z,°2;. D'autre part, en revenant à l'expression de #,on a 


2 2 _ 
WE — (eh z 


d’où 


Dans la quatrième équation, les premiers termes sont : pour le 
second membre — $,3/°, pour le premier membre 535°, d’où 


B3=— 5. 


Dans la dernière équation, le premier terme du second membre 
est —f$,z;°z;. Quant au premier membre, écrivons pour un 
instant, de la façon suivante, l'expression trouvée de 43 W}; : 


IhWn=pzit+gziiztrzltzitsztlzi +... 
Le coefficient de 37° 3; dans t; W; est, on le voit facilement, 
AP$S+4g$p +12p°qr. 
Or 


p =—es?/h ie c/ = 10; Save, 


Le coefficient cherché est donc — 108, et l’on a 


Ce 540. 
Donc 
D =— -(—0atfH — 360ab?f?H — 20ab3 HT + 5{0b*f3H), 
4 
ou bien 


D = 5(atfU +18a?b2f2H + ab3HT — 270: f3H). 


Pour trouver l'expression de E, nous suivrons une autre voie. 


On a 


L 


4 k 


E _Ip=-IL IT Abe “TL IT(- T 5 ta) 


H=—=0 R=—10 h—0 L=0 h=0 
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| 
Or À ! est une forme icosaédrique de degré 40 et ne diffère 
h=0 


par conséquent de H? que par un facteur constant. Si l’on observe 
410 


maintenant que le premier terme de H? est ZI ELIQUE le pre- 
mier terme de | Û West — :;°, on voit que ce facteur constant 


; h=0 
est — 1, d’où 


IL. — — H?. 


== 0 


En ce qui concerne l’autre facteur, souvenons-nous que les 4? 
sont les racines de l'équation (11) (n° 148, p. 256), en sorte que, 
u étant une indéterminée quelconque, 


Ê À (u—tn)= u(ut+iofu?+ 45f?)—T, 


h=0 
d’où 


“TI (- Pate en) = —(aÿ+ioab?f + {5abf?+ DT) 


RE=I0 


et enfin 
E = aÿH?+10a3b?fH?2+ 45 ab f2H2+ D HT. 


L’équation cherchée est donc 


Y5+ 5(8a3f?+ a?0T — 72ab2f3 — b3fT)Y? 
+ 5(akfH+318a?b2f2H + ab HT —25btf3H)Y 
+ aÿH? + 10 ab? fH? + 45 abt f2H? + DS H?T — o. 


De là on peut obtenir une résolvante au sens ordinaire du mot, 
en prenant pour &, b des fonctions de z,, z; telles que Ÿ devienne 
de degré zéro, c’est-à-dire soit une fonction de la seule variable z. 
Pour cela, il suffit de poser, en désignant par m», n deux cons- 
tantes, | 

= RP EAST 


(') Il est essentiel pour cela que a soit de degré — 8 et b de degré —14. Or, 
3 


les fonctions invariantes les plus simples de ce degré sont précisément H et TL" 
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Introduisons les deux fonctions de s 





MATRA UE ps DST ENM 
u — T , p — H ) 


invariantes dans le sous-groupe tétraédrique considéré, et tenant 


compte (n° 127) de la relation 
T2: — H5: 129 f5, 


on a 
Ÿ = mv + nuv, 


et l'équation devient 
Gmn?— =) y2 


s 5 
Ne SI + IDR + ——— 
7 1— Z 
15 PA Gm°n?+ 4 mn 3 n* y 
+ — | — An - - RE vu. 
Z eZ SUFEOVAT 
à Fe 40 mn? Bob nr ans | 
— > 48 nÿ — —— RE | 0 
Z — L (i— LL} 
à L L J ) 


C'est une équation de la forme 


Y5+ 5aY2+ 56Y +) 


dont le discriminant a pour expression 
52(108 a54 — 135 at B?+ 904282 — 32003 + 25685+ 71) (1). 


(1) Voici un procédé assez simple pour obtenir le discriminant. Cherchons à 


former le résultant de l'équation 
= Y$+5aY +5SRY+y—o 


et de sa dérivée. Au lieu de ces deux équations, on peut prendre 
1 ‘ 
ve 5 DY+vp=3aY+48Y+y—=o, 


g'=Yi+2aY +$—o, 


OU 


ou encore les deux suivantes : 
AVE 901 —oy— 


UE 10) L= 3 By —ay=26Y—3a 
De la première on tire 
— BY = 3aY?+ y, 
puis 
16 RIY? = ga? Y5 + Gay Y? + y? 
ou bien 
o = ga Yi+ (6 ay — 16 R?) Y? + y? — o. 


On sait que le résultant de w = 0, X = o est (voir parexemple PAScAL, Reper-- 
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Observons que la racine carrée du discriminant, étant le produit 
des différences des racines, est une fonction symétrique des W,, 4}. 
et par conséquent une fonction rationnelle de f, H, T. I serait 
un peu long de former l'expression analytique de cette fonction 
qui ne présente aucun intérêt pour nous. 


150. Cherchons maintenant une résolvante du sixième degré de 
l'équation icosaédrique. 

Le groupe icosaédrique comprend siX sous-groupes diédriques 
équivalents d'ordre 10. L’un d’eux a pour substitutions généra- 
trices S, U, et les autres s’en déduisent en appliquant les substi- 


tutions 
T, TS, TS, TS, TS: 


qui transforment la diagonale 1.2 en les autres diagonales 


RAS 0.0 CIO RUIO MIO UE 


torio di matematiche superiori, vol. I, p. 108) 
— 270 —2$(6xy —16f?) ga (287 — ay) — 28y° 
ga(2@—ay)—2fyt (28— ay) (Gay —168?) + 3a2y° 


— 270 + 3285— 12af8y 18a7R2 — gay — 2fy° 


Îl 
© 








18a87— gaiy—2f$y 28af?y — 328 — Aa?y? 
ou, supprimant le facteur — 4 @?, 

108 x y — 135 aff? + 90 a Py? — 320 a8%y + 25685 + y! — 0. 

Représentons ensuite par A?(Y}) le discriminant, c’est-à-dire le produit des 


carrés des différences des racines, et par Æ un facteur numérique, que nous dé- 
terminerons dans un instant, on a 


AY) = k[ro8a5y — 135 x 6? + go a? y? — 520 af y + 25685 + y]. 
Pour calculer X, prenons un cas particulier. Supposons à = y = 0, 5 


sorte que les racines de l’équation sont Ær, + à, 0. 
Comme A(Y) est le déterminant de VANDERMONDE, on a 


[en 


it, ch 


I 1 1 I I 
1 7 l — 1 0 

A (OYD EUR 1 — 1 —1 0 | ——1664, 
140— 1  —3ÿ AU LE 
I I I pe 


; : 56 ; 
tandis que A°(Y ) = — _ k, d'où il résulte Æ — 55, 
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Les substitutions S, ÜU, mises sous forme homogène, s’écrivent 
°) } O ) 


B'IE = 01 


L 
[RS 


Æ use . pe ae 7 
Æ1; CHR ICL TE 8, —= — Z2, #Æ 


de sorte que 9 — Da saiosl une fonction invariante pour les substi- 
tutions du sous-groupe diédrique considéré. Soit 


(1) PAGE RCE SSD So ER — 0 


la résolvante; A, B, C, D, E, F seront des formes invariantes 
respectivement dans Îles groupes icosaédriques de degrés 4, 8, 


12, 16, 20, 24. Comme ces formes doivent s'exprimer à l’aide 


den el on aura 
AB =D ="; 


CODE TOR /2, 
&, 6, y étant trois constantes. L’équation (1) devient donc 
pi+afes+ bHe+yf?= 0. 


Pour déterminer x, $, y, remplaçons ©, f, À par leurs expres- 
SIONs ; nous aurons 


5623127124 a. 5836 zS (2102 y 23528 — 7,711) 
+ 0.523%323(— 320— 00831535 — 4942310210 +...) 
+ y(zi235— 2223/7374 1192312212 —...) — 0. 


En annulant les coefficients de z 


1e 
(| , 


les relations 





— 58+y—=o, 53% —5.2286 — 22 —0, 
56— 53.114 — 5.4948 F119ÿ = 0 


qui, résolues, donnent 


1 


L’équation cherchée est donc 
(2) 6 10f05—+ Ho + 5f2= 0. 


Pour avoir une vraie résolvante, on pose 


12 
HE 





QE 
4 
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où Cest fonction de la seule variable 3, d’où 
C5— 10Z{3+ 12226 + 522= 0. 
On peut donner à la résolvante uue autre forme, en posant 
dans (2) 
(3) pi=—/f# 
et écrivant (2) de la façon suivante 


— Ho = p6+ 10 foi+ 52, 
d’où 


(4) (965+ 10 f 08 + 5 f2)3 + H3 03 = 0. 
Moyennant la substitution (3) l’équation (4) devient, 


(E2— 108 + 5)?+1728ZÈ — 0, 


ou bien 
je (E2— 107 +5) 
M — 1828È 
ou encore 
(5) 7 TR (Ë2— 10 + 5)+1728€ 


Pour décomposer le numérateur en un produit de facteurs, uti- 

lisons une remarque géométrique. | 
Les substitutions du sous-groupe considéré échangent entre 

elles les milieux des arêtes suivantes : | 

(a) 129,02 CA TES MES 

CARRE NE PARA 

(COANO NT OMS TTS ME RE 

CNE; G: Se OU Re 


Le numérateur de (5), devant s’annuler aux milieux des arêtes, 
puisqu’en ces points Z — 1, les six racines se composent de deux 
racines doubles et deux racines simples. On posera done 


= 
. 
Le) 

s 


7.19, LOBDENIONLE MIO RIT 


ND 
LA 
s 


PAR... : 9.0: 0000 -1UMIO NT. ME 


(e% 


(Êt— 108 + 5)+1728E = (E2+aË + B(E2+ VE +0), 


ce qui donne 


OO SAN, 
315 = a? +o2ay +26 +, 
— 2 — 24 c « « NES 
1300 — ay +oai +928, +o2x, 


(6) 


1595 = 420 + 2afy + 2B0 + P?, 
978 = P?y + 2afd, 


199 — 6? ô. 





J 
| 


ÉTUDE ALGÉBRIQUE DES ÉQUATIONS POLYÉDRIQUES ET MODULAIRES. 287 


Au lieu de procéder à la résolution directe des équations (6), 
admettons & priori quelles aient une solution formée de nombres 
entiers. Alors la dernière ne peut admettre que les solutions 


Le N LA NN La 
dE 5, 0 == Le DA 


D'autre part la première donne a =" (mod 3) et par suite la 
seconde $ = 9 (mod 3), de sorte que parmi ces quatre solutions, 
il n’y a que deux solutions possibles : 


B = 5,  — 5: B——1, Ge 120, 


Pour Ê— 5,0 —5 le second membre de l’avant-dernière équa- 
tion (6) serait multiple de 5, tandis que le premier membre ne 
l’est pas. Cette dernière solution est à rejeter et si l’on a 


B——1, Ô — 125. 


Les équations (6) donnent ensuite 


—— / eE « 
a ——#, Y = — 22 


et la résultante cherchée est 


LA 


ZL—r:iZLii— (Er HE — 3 )2(E2— 99€ +05) : (Ë2—r0Ë + 5 )3 : (—1728É). 


151. La notion de résolvante s'étend à l'équation modulaire. 

Soit T, un sous-groupe d'indice fini s du groupe modulaire, 
toute fonction invariante w dans ce sous-groupe est liée à J par 
une équation algébrique 


(1) ARR 


de degré s par rapport à w. On peut appeler cette équation une 
résolvante de l'équation modulaire, en ce sens que, une fois cette 
équation (1) résolue, c’est-à-dire une fois trouvée l’expression de 
la fonction u de J, 1l suffira de savoir exprimer 3 au moyen de 
pour avoir en même temps l'expression de 3 à l’aide de J. En 
d’autres termes, une fois l’équation (1) résolue, la résolution de 
l'équation modulaire principale 


JUNE 


est ramenée à la résolution de l'équation modulaire relative au 


sous-groupe ls 
TANGO 
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et ce problème peut être regardé comme plus simple que le précé- 
dent, puisque le réseau de F, est plus simple que celui de FT. | 

L’équation diédrique pour » — 5, et les équations tétraédrique, 
octaédrique et icosaédrique sont les résolvantes de l’équation mo- 
dulaire correspondant aux sous-groupes Lis, Vis, Pins, Pisse 

Nous formerons, comme exemples de résolvantes, deux autres 
résolvantes, l’une du cinquième, l’autre du sixième degré, corres- 
pondant au sous-groupe T;;. Elles sont nécessairement équiva- 
lentes à l'équation icosaédrique; nous trouverons en effet qu’elles 
coïncident avec deux des résolvantes équivalentes déjà construites. 





2 o £ r s : 

Nous avons vu (n° 113) que, p étant un nombre premier, Gy{p) 
contient p +1 sous-groupes hémimétacycliques G,,,_:; 
2 
quels correspondent autant de sous-groupes de F d'indice p +1. 
En particulier pour p = 5, on a 6 sous-groupes d’indice 6, conte- 


nant tous le sous-groupe T,;,. L’un d’eux est formé des substitu- 


au x-— 


ions modulaires permutables avec le groupe cyclique engendré 
par S et par suite contient S elle-même. Il suit de là que son 
champ fondamental est compris tout entier dans une bande de 
largeur 1 parallèle à l’axe imaginaire. L'expression générale des 
substilutions du sous-groupe est (n° 109) 


,_ a3+£ 
LE No ie 


[A] 


(mod5); 


Il est facile de voir que le groupe est permutable avec la pseudo- 
substitution :'— — :, de sorte que l’on peut prendre pour champ 
fondamental un champ symétrique par rapport à l’axe imaginaire. 
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Or ce champ est connexe et comprend douze bitriangles; en 
prenant le bitriangle 1 comme bitriangle initial, on obtient immé- 
diatement le champ représenté par la figure 47. 

Par une déformation continue, dont la figure 48 nous offre une 





phase intermédiaire. on peut amener le champ à recouvrir entiè- 
rement un plan, que nous appellerons le plan w. On fera en soïte 
que l’axe imaginaire du plan 5, conservant sa forme rectiligne, 
vienne à coïncider avec l’axe réel du plan w, et que tous les nœuds 
du champ viennent tomoer sur cet axe. à l’exception des nœuds d 










LP 
2 7 


( Le 4 7 y 
LD TILL 





re Ta, : ‘. 
et h (fig. 49). Alors si l’on pose u — = l'équation modulaire 


Far 


aura une résolvante du sixième degré en + dont les coefficients 
seront des fonctions rationnelles de premier degré de J; en effet, à 


Ve 9 
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chaque valeur de » correspond une valeur unique de J. Nous 
pourrons donc écrire la résolvante considérée de la façon suivante : 


J—r:J!1=œp(v):4(v):Xx(), 


®(v), dv), y(v) étant des polyÿnomes du sixième degré au plus. 

Supposons que l’origine du plan w soit en f. 

Les nœuds de première espèce sont n, d, h, bl (1), ceux de 
deuxième espèce am, cegk; ceux de troisième espèce f, p. Les 
points nr, b, où se croisent 4 triangles, doivent être considérés 
comme doubles; les points d, , où se croisent deux triangles, 
sont simples. De même à, c sont triples et f est quintuple. Donc 
le polynome (6) a deux racines doubles et deux simples, 
(v) deux racines triples, y(°) une racine quintuple et une 
simple. De plus, la racine quintuple de y(v) est  — , la racine 
simple 6 —o, en sorte que, à un facteur constant près, on 
a y(v)—+. Nous poserons 


XP) =—1728r, 
o(p) = A(o+ap + B}?(02+ yo +0), 
EEE RES LE 
La relation 
(1) pv) = Y(v)—%(r) = V(v) +1728pe, 


d’où l’on üre À— x, donne 


n \ 
POSER SS 
(a 2 





et par dérivation 
pp'(v)— pv) = 0 Y'(v) — V(v), 
ou bien 
(+ av + B)[5ot+ (Ba + 4y)08+ (8 +30 +oay)v2+ x de — BD] 
= (+ep + É)(5o2+oep —*#), 


Puisque les trinomes p? Lap + 8, p?Hep HÜ n’ont pas de: 


racine commune, on doit avoir 
5p2+2cp—C—5(2+av+8), 
SotH (Sa + AY) + CB +30 + 2ay)e2+ ado — BO = 5(w2Lev+E); 





(') Par 6! nous entendons le point où les points b et Z coïncident après la 
déformation. 
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d’où 
28,04, — € = 586, 34 + 4 y = 10€, 
B+30+auy — 5e2+ 106, 1 10€, — GB — 5E2. 


On trouve ainsi 


2 I II 
(2) a— ce, B—— —— e?, Y= —E, 0 — 


En égalant dans (1) les coefficients de v, et se rappelant que 
je —= b 1l vient 
À (2280 + B2y — 3e£2) — 1728 = 0, 


et en tenant compte de (2) 
XE5— — 105, 


Comme dans la déformation précédente 1l y a une certaine part 
d’arbitraire, le coefficient À peut être pris à volonté. Faisons À — 1, 


on a alors 
ES — — 105, 


Or s est la somme changée de signe des valeurs de », correspon- 
dant aux points &, c, valeurs qui sont réelles; donc e = — 10. 
Les relations (2) donnent ensuite 


at —=—4, B—=—:1, Y =— 22, DL Te € ——10, = 
en sorte que la résolvante cherchée est 
J—r:Ji1—=(02— 40 —1)(02— 220 +195): (p?2— 100 + 5)3: (—17280 }). 


. Elle est identique à la résolvante de l'équation icosaédrique 
formée au n° 150. 


152. On peut obtenir une autre résolvante de l’équation modu- 
laire en observant que, d’après la congruence 5 = — 3 (mod 8), 


ol) 


. 4 M , , . , . 
G,y;:, contient — 5 sous-groupes tétraédriques équivalents 
U(5) oroup 


G,>, auxquels correspondent 5 sous-groupes équivalents l'; d’in- 
dice à de T contenant tous L';, — T9. Gette résolvante sera donc 
du cinquième ordre. 

Comme S et ses puissances, considérées comme substitutions 
de Gy5, sont d’ordre 5, elles ne peuvent faire partie d’un groupe 
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tétraédrique ; donc les bitriangles 1, S, S?, S*, S' ne peuvent être 
homologues entre eux dans aucun des l;. On en conclut que 
l’ensemble de ces bitriangles (fig. 50) constitue un champ fonda- 


Fi8200. 
3 


44: 


Z £ 4 


LL 








mental pour un des l;. En effet établissons entre les côtés de 
cette figure la correspondance suivante : 


ab, ap; bd, fd; f£, kg; hm, pm 





et déformons le polygone de façon à le ramener à une surface 
fermée, un plan par exemple; Le réseau qui recouvre ce plan a pour 
symbole (2,3, 5) et satisfait aux conditions du théorème d'existence 
des sous-groupes (n° 97), comme nous le verrons beaucoup mieux 
un peu plus loin en examinant chacun des nœuds. Done il existe 
un soùs-groupe d'indice 5, qui a pour champ fondamental le po- 
lygone donné; ce sous-groupe doit contenir F;,, et doit par suite 
coïncider avec un des 5 sous-groupes considérés. Les nœuds de 
première espèce sont ce, g, {n; ceux de deuxième espèce bfhp, d, 
m; ceux de troisième espèce se réduisent au nœud unique a. Les 
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points c, l sont doubles, z est simple; b est triple, les d et m sont 


simples et le point & est quintuple. 
La résolvante aura donc la forme 


J—r:J:1=œ(u):4(u):x(u) 
avec 
o(u) = A(u?2+au+$B}(u 





Y) 
Y(u)=p(u+ôute)(u—C), x(u)=v(u—nÿ. 


Supposons que x représente l’affixe des points du plan sur 
lequel nous avons placé le réseau, que la droite afg soit l’axe 
réel du même plan, g étant l’origine et f ayant pour abscisse — 3. 
Alors on aura n —, y(u) se réduira à une constante et nous 


pourrons poser 
YU) 728 


Puisque 

(1) Y(u)= pu) —yx(u), 

nous aurons À = uw. De plus ÿ—= 0, 6— —3; (1) deviendra 
(2) Au(u?+au+8B} = À(u + 3)3(u?+ Ôu + Ee) —1728 


et, en dérivant, 


(u?+au+$B)[u+au+$ +ou(au+a)] 
=(u+3)[3(u2+0u+e)+(u+3)(au +0)], 
ou bien 
(u'+au+$B)(5ut+ 3au +8) 
= (u+3)}[5u?+(40+G)u+3e+30]. 


En raisonnant comme précédemment, on trouve 


S(u?+au+$) =5u?+(40+6)u + 3e+ 38, 
5 u? + 3au+$ = 5(u +3), 
ce qui donne 
5x = 40 +6, 5B — 3e + 30, DH OS NA 
d’où 
HO, Fire CETAE Éi-m0 4: 


Si ensuite dans (2) nous faisons w = 0, il vient 





te É726 0m 


27€ 
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La résolvante est donc 


J—r1:J:1=u(u+riou+ 45} : (u+3)(u?+riu+64) 1728; 


. 
4 


elle coïncide avec la résolvante de l'équation icosaédrique (n° 148). 


Rapports entre les équations polyédriques et la théorie 
de la résolution algébrique des équations. 


153. Soit une équation générale du troisième degré, que 
moyennant une substitution linéaire on peut supposer ramenée à 
la forme 


(1) xi+ 3ax +20 =0, 


ses racines Zi, Lo, #3 satisfont à la relation 


3 
> TVj = O. 


= 1 


Si l’on considère a, b comme variables: æ,, æ+, æ3 peuvent 
représenter les coordonnées homogènes des points de la droite (2), 
et à chaque permutation des æ correspond une transformation 
projective de la droite en elle-même, c’est-à-dire une transforma- 
tion linéaire de l’abscisse z des points de la droite. Les 6 permu- 
tations de æ,, æ>, æ3 donnent lieu ainsi à 6 substitutions linéaires 
des z, formant un groupe holoédriquement isomorphe au groupe 
des 6 permutations. Or un groupe de substitutions linéaires et du 
sixième ordre ne peut être qu'un groupe cyclique ou diédrique; 
mais, le groupe des 6 permutalions ne pouvant être cyclique, la 
première hypothèse est à rejeter et par suite le groupe des 
6 substitutions linéaires des 3 est un groupe diédrique (m 3). 
Donc la détermination de z en fonction de a et b dépend de la 
résolution d’une équation diédrique du sixième degré. Une fois z 
fixé, les coordonnées x,, æ:, æ, sont déterminées d’une manière 
unique, et l’on peut dire a priori que æ,, æ», æ3 s’exprimeront 
ratonnellement en 3. 


Nous arrivons donc à la conclusion suivante : 


DR nm us éd 
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La résolution d’une équation générale du troisième degré 
peut se ramener à celle d’une équation diédrique du sixième 


degré. 


Indiquons, comme toujours, les substitutions du groupe dié- 
drique du sixième ordre par 


1. SNS NTARS TMS TS 


S et T désignant respectivement les substitutions 
; 2im 
(3) 7 22. > (Eee à à 


à la substitution S nous pouvons faire correspondre dans le groupe 
des permutations de æ,, Z», æ3 la permutation d’ordre trois æ», 
Ts, La, et à T la permutetion x,, æ3, æ2 d'ordre deux. Comme 
3 est une fonction linéaire de %,, æ:, #3, nous poserons 


(4) ._ _ MT do + d3T3 
ct 2 bit: + Do Do + b3T3 


Appliquant à z les substitutions (3) et aux zx les permutations 


correspondantes, on a 


di Lo + A2 L3 + As Di 

: Dir, cbr bir 

| I di Li + A2 T3 + A3 Lo 
z br D EE bee 


et en comparant (4) et (5) on obtient 





6) QG _ Gr __ az _ bi _ ba Es 
( , Ci COPINE OR ON TNT 

ROLL NI TN ES 
(7) D) DORE RE Qu 20 


Soit 6 la valeur commune des rapports (6), e celle des rapports 
(5); on trouve immédiatement 


2 
ve 
NE 2 VT, 
de plus 
do = a? Pa, 3 = af? a, ba = B6:, 


ba = P?b:, Diet, RES 
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on peut donc poser 


AT. GRAN az = «?, RES be = En?, Ds ex. 


Il est facile de s'assurer qu'il est indifférent de prendre pour € 
l’une ou l’autre des valeurs +1; prenons par exemple e +1, 


alors 
LT + ATa + AT 


Ti+ A Le+aT3 


Posons 
(8) Ti+aTa+ a T3=p, Ti + A To + AT3= 9, 
d’où 
D 
3 = À. 
T 


Les relations (2) et (8) donnent, en vertu des propriétés 


connues des racines de l’unité, 
1 10 I 
(9) æ=3(p+g), Has (AP Tong T3= Rap + ag); 


de plus 


PI = LTÊ+ TSH AË — Lol — LU — V1 To 

= (Ti + Lo + D) — 3(L2%3 + V3 + Via) 

= — 3(T2l3 + L3U1 + Lido) 

= 9 LS 

P+qgi=92(xi+xi+ ai) +1241%T3 

— 3(%5T3+ ni Ta+ Li Di + Di Ts + Lite + T2) 

= 2(T1+ Do + T3) 
— 9[TeTs(Ta+ ds) + T3%1(Ts+ 1) + Ti%e(T1+Le)] 


= 27 Lilo T3 
PAC 
ou bien 
3 3 
(10) eee ps NME a Te 
9 54 


Introduisant ces valeurs dans l'équation diédrique à laquelle 


satisfait z 
7 RENTE Ma(D Sig 
FE 4 35 A 4 psg? 


on obtient pour 2 la valeur 
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D'autre part les relations (10) peuvent s’écrire 











a=— sgh b=— (a +0 
d’où 
b [ Zi+i.e 
Hd Co Nr 
et par suite 
CDR 6b 7° 
ET PSE à patate 


et en remplaçant dans (9) p et g par les valeurs précédentes, on 
obtient les expressions suivantes de x,, #2, +, en fonction ration- 
nelle de 3 : 


26 3(3+1) 2b x23(a3 +1) 26 a?z(ax?z +1) 
(TI) TS "©" y TZ — ————) = — ——— °. 


a LS 1 a 233 + I a 33 + I 






— 202— ai+9byb?+ ai 


I DIS UE 2 
D (tr a), 


et, en remplaçant z par cette valeur dans les formules (11), on 
obtient les formules de résolution de l’équation (1). 


154. Avant d'exposer la résolution de l’équation générale du 
quatrième degré, observons que le groupe des 24 permutations de 
4 éléments est holoédriquement isomorphe au groupe octaédrique. 
En effet, 1l contient l’opération (2341) d’ordre 4 et l'opération 
(1243) d'ordre 2, dont le produit est l’opération (2431) d’ordre 3 
(n° 104). | 

Pour réaliser cet isomorphisme, affectons les 4 sommets d’un 
tétraèdre régulier des indices 1, 2, 3, 4 et faisons correspondre 
à chaque rotation du tétraèdre sur lui-même la permutation des 
sommets qui en résulte. Il est facile de s'assurer que les 12 per- 
mutations correspondantes sont toutes paires. Faisons ensuite 
correspondre à une quelconque des rotations, qui changent le 
tétraèdre en son tétraèdre polaire, une quelconque des permu- 


298 DEUXIÈME PARTIE. — FONCTIONS POLYÉDRIQUES ET MODULAIRES. 


tations impaires des quatre indices 1, 2, 3, 4, nous aurons complété 
ainsi l’isomorphisme. 

Les trois rotations d'ordre 2 du groupe tétraédrique ayant pour 
axes les trois médianes, chacune d’elles échange les sommets 
deux à deux. Il leur correspond donc les permutations (2143), 
(3412), (4321). 

Nous supposerons les indices dont sont affectés les sommets, 
placés dans un ordre tel qu’à la rotation U corresponde la permu- 
tation (2143), et nous ferons correspondre à la rotation V la 
permutation impaire (2341 ). 

Cela posé, prenons l'équation du quatrième degré sous la forme 
dite principale 


(1) a*+ {ax + b—=0o, 


à laquelle se ramène l'équation générale, moyennant la réso- 
lution d’une équation du second degré, ainsi que nous le verrons 
plus loin. Les 4 racines x,, Ze, %3, æ: satisfont alors aux 
relations 


a » 
(2) Deer, Der 


1 i—=A 


et, en considérant les x comme les coordonnées homogènes d’un 
point de l’espace, on voit que les 24 points correspondant à cha- 
cure des équations (1) sont situés sur la conique (2), que nous 
appellerons conique principale. 

Proposons-nous de construire une fonction linéaire 3 des x:;, 
qui, par les permutations des x;, subisse les substitutions corres- 
pondantes du groupe octaédrique. 

Il suffira naturellement de s'assurer que cela a lieu pour les 
deux permutations (2341), (2143) qu’on a fait correspondre aux 
substitutions V et U du groupe octaédrique. Rappelons que les 
expressions de ces deux substitutions sont (n° 64) 


Posons 


li Ti + A ln + A3 T3 + dr Tr 


LP mas 
SE ns 


b1x: Dr me Da Te + b3X3 + b, x: 
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On devra avoir 


(3) dl Lo + Al + A3 + Ai Ti «UT + A Lo + 33 + di Tr 
——————_——_— — Le CUP SENTE SN EEE ETES ? 
bi Te + De Ta + DT + b,æx: Didi + bite + O3 ds + ba 

(4) A To + AT + As Ti + A T3 biti+ Doto + 032%3 + bis 

bite + be T1 + Dati + 0: %3 A di T1 + A lo + A3 L3 + A, Ty 


Pour que la relation (3) soit satisfaite identiquement, il suffit de 
poser 





Soit y la valeur commune de ces rapports, on trouve 





LAS 
A =—1Y$ a, A3—=— Y? à, dy = L'Y A, 
bi CRE bi — y? 01, Di y O1, 


di - — 
de sorte que, en posant ba EiC DOC LAanioune quantilé que nous 


déterminerons tout à l’heure, on peut écrire 


Hi Ce da = — Lyic, a3—=—"Y?0c, TN NC 


Dr ba Ne bi? RE NE 
La relation (4) devient alors 


(5) D Dee A 2 em 62 um D C2 E Di + Ve + YMs + Yi ) 


I 
Do + YS Li Y' Li Ÿ Da c Li — LYS Ta — Y?T3 + LYT, 
Il est facile de voir que cette relation n’est pas une identité; 
cherchons donc à y satisfaire en tenant compte de (2). Pour cela 
écrivons (à) de la façon suivante : 


C( Da — LY Li — VTi + 1Y T3) (Xi — T'Y Lo — V?D3 + LVL) 

— (Do+ Pa + Vait Yas)(Ttit+ Yi +YTs+ YT) = 0. 
En désignant par h, Æ deux constantes à déterminer, on aura 
l'identité 

C(Ta— LD — YTr + LYT3) (Mi — D Yi Lo — Y T3 + Yu) 

— (Te + NTI VITE Y&3) (ri + Vita V2 Ls + V2) 


+ R(ti+ Lo+ da+ a) + k(x+xi+xi+ ri) —o, 


et en égalant à zéro les coefficients de tous les termes du premier 


300 DEUXIÈME PARTIE. — FONCTIONS POLYÉDRIQUES ET MODULAIRES. 
membre : 


—iy$c2—ÿi+h+k—o, ({i—y)c?—(1+y?)+ 2h —=o, 
Qiyc2—2y +2h=0, 
pi 2 EN RE SENS E 
nt dm NAT 





et, en choisissant arbitrairement le signe de €, 


RU 


1— 17 


Nous devons prendre pour y une racine d’ordre 4 de l’unité, 





qui ne rende ç ni nul, ni infini. Prenons par exemple y = — 1, 
on à 
2 s 
M NS 1, 
1+E 
d’où 
di —=1— 1, 2 = i(1—t), ay —=—(1—71t), dy = —ài(1—À{), 
DEN b3=—1, DT | b,=—1, 


de sorte que 3 a pour expression 


: La iTo— La — LT 
PE ee bte 
Lin l'on 


Posons, pour abréger, 


Pi=Li+i Lot Ts + Ty = Li + iTo— T3 — T4, 
(6) Pr= di+ a+ ts +, = LT1— Lori LS Ly; 


P3= di+ Da + Ts + UT Li — il — 3 + id, 


Nous aurons 


) 21, 
p2° 


(7) 3 =(1—2 


de plus la première des relations (2) et la relation (6) donnent 


ll 
Li — 


(PIEDS CDs); 


| 


a 


He ; ; 
ee AU Don AE Hps)E RP D: CES Cp), 


Es 


(8) 
Pre . . 
Vie prit . Pi+P2— Ps) 


12 . . Ê . 
oh Dan ASE ; (épi — Pa — tps), 
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équations que nous pouvons résumer dans la suivante : 
LH : ë 
Æhpp1= = (A pi+ih p;+ 1 ps) CR ON) 
4 s 


La seconde des équations (2) devient, dans ces conditions, 


x =D jh +} nie pd jh 
k k 


h 


— psp D 13h —— pp quh piprd on. 


h h h 


Les propriétés connues des racines de l’unité montrent que les 
sommes figurant dans le second membre sont nulles, sauf celles 
dont l’exposant est 4 ou un de ses multiples; ces dernières sommes 
sont égales à 4. Il reste simplement 


(9) Pi+2pP1p3= 0. 


En se reportant aux égalités (6) on voit que les p; peuvent être 
regardés comme les coordonnées homogènes des points du plan de 
la conique principale; (9) est alors l’équation de cette conique. 

Elle passe par les deux sommets (0, 0, 1), (1, 0, o) du triangle 
fondamental; 3 peut être considéré comme le paramètre des 
rayons correspondants des deux faisceaux passant par ces deux 
points et dont l’intersection engendre la conique, puisque, d’après 


(7)et(g),on a 


19 


NUE HER 
LE (MAN S 
(0) ( M It P3 








Désignons par s,, 5, ... les sommes des puissances semblables 
des racines de (1}) et par C1, C2, ... les sommes des racines, de 
leurs produits deux à deux, etc. De (2) résulte 


= 0; So=i0, 
puis, en tenant compte des formules de Newton (voir n° 149), 


S3— 3C3, S, —=—4Cy, 


ou bien 
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Calculons 5; et s, à l’aide de (8). Nous avons 


1 : . Ê Bi 
D DE 
À k 


k h 


5paP1d Cr PI d BR 3pspi > FE 


h h h 
ske : : se 
+ 5piPd es 3pPId HS GpipaPad >} 
k h h 


qui, à cause des propriétés des racines de l’unité, se réduit à 


De même 


T > . : : 
Si S5È (2 END + più éh+Gpipi i6/r 
h h h k 


ee Gp; pad a8h + 6pir3ù z107 he spip D zh 
h h k 


+ 4 pa D DEEE pi > CRD TT ID DIE 


h h k 
+APipÈ nie Gp PDP +iapipps D Eh 
h h k 


+i2pips id due +iopipipad th ) 


h 
se réduit à 


I » b] 9 
FT 6: NPD PRESS PUpA ES 
et, en vertu de (9), prend la forme 


I 2 
= GA PI TNA PEER UREE 


On a donc 


= PaCPT PS) ON RS PA EE CE DEA 


(8 Mpare= re) 
64 256 


Mais comme d’après (10) 


Pi=—1p32,  Pr=—(i1+i)psz, 





RAPPORT ENTRE LES ÉQUATIONS POLYÉDRIQUES ET LA RÉSOLUTION. 303 


les relations précédentes deviennent 





Tor 1+ 7 
II 
Ne ph(at+ ét r) | 


I 
pie PR LOU 
AE EG HAVE) 


256 


Divisant membre à membre ces deux relations, puis introdui- 
sant le résultat ainsi obtenu dans les expressions de p, et p:, on 





trouve 
DONS (C5 —1) 
= 1) —  —————————— 
Pt E ZE i4st +1 
. D z32(3#—:) 
P2=—8t — —— 


F 2 
a 2$+1423t—+I1 


AE 
AE UE 0 


Remplaçant enfin dans (8) p,p>, p: par ces valeurs, on obtient 
Lis Lo Ps, &3 exprimés à l’aide de z 


: ; b  3(23#—:) 
tee I—L)32— 013 + (+) | — 
| : ( NE Meter een 

D  z(z— 1) 
Lo = [—(1+1)22+92i3z—(1—5)| — ———— 
L TC ( )] a 25+142 +1 


(12) 


; ; ep 
La =|—(1—1)32— 913 — (1 = — 
en ) fr do 


z(2z*— 1) 
ACTES PTE 


Wire = PME) ZE Mn ie 

3 est une racine de l’équation octaédrique 
MAC 

1081 (200 


qui, à cause de (11), s'écrit 


AMEN Jo re 
10814(3,1) 270 





Cette équation une fois résolue (n° 147), les formules (12) nous 
donneront les racines de (1). 


155. Expliquons maintenant comment on passe de l’équation 

3 
générale du quatrième degré à une équation ne renfermant ni 
deuxième, n1 troisième terme. 
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Nous pouvons supposer l’équation, déjà privée de second terme 
et mise sous la forme 


(1) Jh+6ay?+4by+c—=o. 

Soient V1, Yo, Ya, .ÿ4 les racines de (1); 51, 5, ... les sommes 
de leurs puissances semblables. 

Posons 
(207) z=y+ky— À» 


k étant une constante quelconque. 
L’élimination de y entre (1) et (2) conduit à une équation du 
quatrième degré en x, ayant pour racines 


(3) n=yh+ gr À VASE 


Puisque s, — 0, il résulte de (3) 


4 
> Th = Sa+ KS1— S2= 0. 


==] 





De plus 
k 
: 52 s2 Ks189 52 
ame nr ie 0 ES à = Se k2 + DS 
A 
= 


Si donc on veut que l’équation en x soit privée non seulement 
du second terme, mais encore du troisième, Æ doit être choisi de 
façon à satisfaire à l’équation 

$ 
(4) SakK2+25;k + ss, — — —0o. 
4 
Mais 
C9 — 6a, C3 = — 4 b, Cr; = C, 


et, en vertu des formules de Newrow, 


S29—= —2C2—=—124, S3 — 3C3——120, 


E 
Î 
| 
ESS 
, 
+ 
D 
Q 
199 
Il 


— 4C + 72 d?. 


Donc l’équation (4) peut s’écrire 


b c 
K2+ 2 —Xk— (sa — =) ==10, 
a 34 


RAPPORT ENTRE LES ÉQUATIONS POLYÉDRIQUES ET LA RÉSOLUTION. 30 


d’où 
= i(-oet/n se), 
a 5 


La formule (2) devient alors, en remplaçant # par l'expression 
précédente, 


I ac G a 
r=prl(-ot/w © isa)y+sa, 


et l’on a, pour les racines de l’équation transformée, 





Th= Yi + L(-6æ4/o 3e )yn+ 3a = 190). 


À l’aide de cette expression et des formules de Newrox (!), on peut 


calculer 
k £ 
3 4 
n— 1 == 1 


et de là les coefficients de l'équation transformée. 

Cette dernière équation une fois résolue, c’est-à-dire une fois 
æ déterminé, l’Algèbre nous apprend à déduire des relations (1) 
et (2) la valeur de y par des opérations rationnelles. 


156. Pour les équations du cinquième degré partons de la 
forme principale (?) 
(re) a+ Sax?+5br+c—=o,. 

Sôient Zi, Lo, Ls, Ls, Z; les racines; elles satisfont aux deux 





(1) Ces formules donnent dans le cas actuel 


$; — 120040), 
s, = 36 ac + 48b? — {52 ai, 
$, = 28 bc — 1008 a°b, 


84 = 4 C? — 288 a?c — 768 ab? + 2592 ai. 


(?) Nous verrons plus loin comment on peut ramener l’équation générale du 
cinquième degré à la forme (5). 


V. 20 
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relations 
(2) à Lh = 0: 
h—=1 
at 
(8) Di Ti, = 0. 


D 


= 


Nous pouvons représenter chaque point de l’espace à l’aide de 
cinq coordonnées homogènes x}, liées entre elles par la relation (2); 
de telles coordonnées sont dites pentaédrales (). À chaque équa- 
ion (1) correspondront 120 points, puisque, pour représenter 
les cinq racines, il y a 120 permutations possibles, et ces points 
sont situés sur la quadrique représentée par l'équation (5) et 
que nous appellerons quadrique principale. Chaque permutation 
des racines est équivalente à une collinéation, qui transforme la 
quadrique en elle-même. 

Ainsi la permutation Z4, La, La, To, Las Où les a; sont à l’ordre 
près les nombres 1, 2, 3, 4, 5, équivaut à la collinéation 


07 PE Ms RER ‘À Pen Lo, ME: 2e 
(4) Ti = Ta, Lo = Las Ts = Los Ty = Lo, T's = Las. 


Voyons comment se comportent les génératrices rectilignes de 
la surface. Tout d’abord une substitution linéaire changeant une 
droite en une autre droite, chaque génératrice se transforme en 
une autre génératrice. Ensuite deux génératrices g21, 92, apparte- 
nant à un même système, se transforment en deux autres généra- 
trices g,, 2,, appartenant aussi à un même système, Car autre- 
ment 2,, g, seraient concourantes, tandis que g, et g, ne le sont 
pas. Enfin à deux génératrices de systèmes différents correspondent 
deux autres génératrices de systèmes différents. Il ne peut donc 
exister que deux espèces de collinéations : celles qui conservent 
chaque système de génératrices et celles qui échangent entre eux 
les deux systèmes. Or, s’il existe une collinéation de la seconde 
espèce, 1l en existe nécessairement 60. En effet, soient C;, 


GC, .…, G, les collinéations de la première espèce et D,, D:, .…., D, 





(') Nous pouvons prendre pour coordonnées pentaédrales, par exemple, les 
quatre coordonnées homogènes relatives à un tétraèdre fondamental quelconque 
et leur somme changée de signe. 


RAPPORT ENTRE LES ÉQUATIONS POLYÉDRIQUES ET LA RÉSOLUTION. 307 


celles de la seconde espèce; on a 


TEST 07 


Les produits CG, D,, CG, D,, ..., CD, constituent r collinéations 
de seconde espèce toutes distinctes, de sorte que sZ7r; de même les 
produits D,D,, D,D,, ..., DD, seront s collinéations distinctes 
de première espèce, de sorte que r Zs. Par suite 


1 St 60 


Il n’y a donc que deux cas possibles : ou bien les 120 collinéations 
laissent invariable chaque système, ou bien 60 seulement possèdent 
cette propriété. Dans ce dernier cas, les 6o collinéations corres- 
pondent nécessairement aux 6o permutations paires des cinq coor- 
données; elles forment donc (n° 67) un groupe holoédriquement 
isomorphe au groupe icosaédrique. 

Pour distinguer ces deux cas, rappelons que l'équation d’une 
quadrique peut, par une substitution linéaire convenable, être 


ramenée à la forme 
PP: T P2P3— 0; 


où les p, sont des coordonnées tétraédrales. On peut écrire 


EVEREST FRERE 


Pa ORDER (p: Pi 
À, u sont alors les paramètres des génératrices des deux systèmes. 
Ce sont des fonctions linéaires des cordonnées p} et, par suite, 
des coordonnées x,. Donc, à toute transformation linéaire des 
coordonnées +, qui conserve chacun des deux systèmes de géné- 
ratrices correspondra tant pour À que pour une substitution 
linéaire. Nous obtenons ainsi un groupe G de substitutions 
linéaires de À, holoédriquement isomorphe au groupe des colli- 
néations, conservant chacun des deux systèmes de génératrices. 
Par conséquent le groupe G est, ou bien de soixantième ordre, 
et c’est alors un groupe icosaédrique, ou bien il est du cent- 
vinghème ordre et il contient alors un sous-groupe icosaédrique. 
Mais ce dernier cas est impossible, car (n° 37) les groupes de 
substitutions linéaires du cent-vingtième ordre étant des groupes 
cycliques où diédriques ne peuvent contenir aucun sous-groupe 
icosaédrique. Nous arrivons donc à la conclusion suivante : 
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Des 120 collinéations (4), 6o seulement conservent chaque 
système de génératrices; les substitutions correspondantes du 
paramètre des génératrices de l’un ou de l’autre système 
forment un groupe icosaédrique. 


Nous avons déjà établi dans tous ses détails lisomorphisme 
du groupe des 60 permutations paires de 5 éléments et du 
groupe icosaédrique (n° 67); et nous avons vu qu'aux substitu- 
uons S, T de ce groupe correspondent respecuivement les permu- 
tations (23451), (13254). 

Cherchons donc à construire une fonction linéaire 3 des +;, qui 
subisse les substitutions S, T quand on eflectue sur les x les deux 
permutations précédentes. 


Posons 
AND As Lors Da Ur Di LE LS 


+ bix: + V2 XL9 + b3x3 + bit, + bs%3 


Les substitutions S, T ont respectivement pour expressions 


où €, 5, + ont la même signification qu'au n° 68. 
On doit avoir 
A Lo + A l3 + A3 lr + Ai 5 + As T1 

dl T1 + To + als + Ali + As T5 
: bit; bit br, + bi, bre 
A Ti + dela + A3 Vo ACTE + AT 
biti + bots + 03 %o + 0,X5 + ba 
(oa+Tbi)ri+...+(cas+rb;s)rs 
| (tai chorit  Nee Ch) 


Pour que la première équation (5) soit satisfaite indépendam- 
ment des relations (2), (3), qui lient les x;, on doit avoir 


dy et &; re (4) - da LE dy Ds "A b, Da O3. b, 














A EG Eds ea, Eds b, CIN 0 bi uno 
pur S 

ou, en désignant par à la valeur commune de ces rapports, 

Dent 


do = E* 0 ay, as =!E 0341: dy = E?0? ai, As = Er 


Dit 001, On 03 O1, br = 0}, br 201. 
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x , (44 , CP , “ ! 
Soit 7 —=C, € étant une quantité qu’on déterminera plus loin ; 
1 
on peut écrire 
hi 6, doi ci0rc, a3=€30%0, a, = ©2020, as = EÛC, 
Dr Does br 03, b; —&?, be Ô 


et l'expression de z devient 


Ti + Et 0t Dot 03m + e 02m, + Ed Ts 
Li + chti Ta + e2(/+1) La + es(+t)2, ee etat) pe 


3 = C 


[l'est clair que z satisfait à la condition cherchée, quel que soit h. 
Posons 


* 


(6) pra=dvitetr+ehr;+ehm+etlrs CHIOTS RTS 
d’où 
\ L 
Go) Z3=C DL) 
Ph+1 


Les p} peuvent être considérés comme coordonnées homogènes 
des points de l’espace ; les expressions de +, à l’aide des p; s'ob- 
uennent au moyen des relations (2) et (6); on trouve ainsi : 


LÉ : 
= (Pit Pit Ps Pi), 
Vo stp €8 De + el2p3 + 6180), 


(e8p1 + Eefpa+Eeps + el?2p,), 


Ot| = 


l 
TZ te Pie prenne ps cs pe) 


Fe (e Der Ds ec et 
(Sr P2 Pa Feps ), 


et (3) devient | 
P1P:+ P2P3 — 0, 


de sorte que, en faisant dans (7) À —1, nous avons 


(8) | PT Un A2 
P2 P3 


et z peut être considéré comme le paramètre des génératrices rec- 
tulignes d’un des deux systèmes. 
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Reste à déterminer €, de facon que la seconde équation (5) soit 
satisfaite. Remplaçons dans cette équation z par l'expression (8); 
on obtient, en vertu des relations (2) et (3), 


C(di+ EE Dot Eetat et, +eirs) 
X [(cT—s)r+(cer —E:0)re+(cs 


1 


— (æi+etTote ta+eñv,+ ef) 
x [(cs +r)ri+(ces Perr)rs E(ceoeir)2 
+ (ces +eir)r;,+(ceto +est)r;] 
+ h(ti+ Lo+ ta+ di+ ds) + k(xi + ai + avi +xi+æi)=0 


(h, k sont des constantes à déterminer); ou bien, sous une forme 
plus concise, 


+ di j Li j — O, 
i] 


les coefficients &;; ayant pour expressions 


CrT—9c6—T + h+k, 


a 
Il 


A2 = Ag3 = C2e8r — C(1+et)o — er + h+k, 
Û 


2e2r — c(1+e)os —estr+h+k, 


a 
5 
Î 


da Ce +e)rt—c(e+oe+et)os—(e+et)r +2, 
di, = dis = CÉei+ eh)r — c(e + 2e8+et)o —(e +ei)t +24, 
Qg3 = C(e?+et)r — 2c(e+e)o — (e8+et)r +o2h, 
As = 33 = 2CT + CG — 927 — 2h, 
dis = Au = CE +et)r— c(2+et+es)s — (e2+ et +2, 
ais = C(s+es)r —o2c(e2+et)s—(e+e2)rt +oh. 
Ces coefficients doivent être tous nuls. On aura donc, en tenant 
compte des expressions de 5 et 7, 
no = C(E2— er — c(e —et)o+(s—er)r = cr? — co? + 07, 
O = Ay3 — Ag = C(Ee — et — e2+ c8)t 


— 2C(E— ee Het} (e ete e3)t 
= C(o—T)T—2cC(T—05)o—(o+T)t. 


Eliminant c? entre ces deux équations, il vient 


t(o?2+ T2) 
O3 + G2T— 2072 


Or, puisque (n° 68) 
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on à 


+ 025 — 207? — (ot. —+ T2) + ot — 207? — T(202— 07) = T(02+ T2); 


par suite c — 1, et il est facile de vérifier que cette valeur de c 
satisfait à toutes les équations obtenues en éliminant À et Æ entre 
liste de 0 | 

L'expression cherchée de 3 est, d’après cela, 


D UN A 


ro — 


"2 Px 





Nous allons démontrer que, si l'équation donnée est la résolvante 
principale d’une équation icosaédrique, la fonction 3 construite 
précédemment n'est autre que la variable 3 qui figure dans cette 
équalion 1cosaédrique. 

Les racines de la résolvante principale sont (n° 149) : 


Vire aW y + bDtaW» (h NME 3, LP 


Cr obipeutécrire 


expressions qui sont indépendantes de l’indice 2, on obuent 
Yn=R(cthz;+sshz,) + S(ethz;— cz). 
Il suit de là 
ARS No eV, + e2Y, + es Ya + A 
D [R(z1+ ets) + Sels, — e2%3,)] = 5R 2, 
P2—= No ce? Yi + gt Yo + e6Y; + cs Y: 


=) [R(etzi+ z)+ Sets; — eh z,)] = 5R 2, 


h=—=0 
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pa= Yo+esYi+efYo+e Ys+el2Y, 
k 
=D [R(ethztehz))+ S(si— ethz)] = 5824, 
h=0 


pi Yoet Vibes Ye Pet2Ys het, 


> [R(ehzitehz) + S(ehzi— 2)] —=—5S2, 
h=0 
d’où 
P1 __ 2%: IT #1 
PA AE TT 
ou bien 
PRE Du at 
45 1 P: 


Ainsi, étant donnée une équation principale du cinquième 
degré, s’il est possible de former l'équation icosaédrique dont 
elle est la résolvante principale, la résolution de cette dernière 
équation nous fera connaître immédiatement les racines de. 
l'équation donnée. Cela tient à ce que, la résolvante principale de 
l'équation icosaédrique étant (comme d’ailleurs loutes ses résol- 
vantes) une résolvante équivalente, l'équation icosaédrique peut à 
son tour être regardée comme résolvante de sa propre résol- 
vante. 

Soit donc l’équation 


x$ÿ+ 5ax?+ 5bx + c—o. 


Si nous pouvons déterminer trois quantités m, n, Z de (icon à 
identifier cette équation avec (n° 149) 


5 
TS — 7 (sms 1221 + 


9 


4 


Gmn?+ n3 
1— 2 
9 


De 15 à Gm?n?+ 4 mn A 3 nt 
ÈS —— ÿ ET — ——-—>5— 
Z ù 1 — 2 4 G—2) 


3 18 m5 AO MATE 1omnt+ in? 5 
ÿ 1 —Z ({i— Z}? PRE 


et si 3 est une racine de l'équation icosaédrique 


AREA T Un 
1728 fa Tee 
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les expressions 


Th=MV,(3)+nur(z)vx(z) (h—=0o, 1, 2, 3, 4), 
où 
12/7/8(C2u) 


LOTIR 
T(z, 1) à 


H(3, 1) nest), 


ur(z) = la(z, D} CASA 
donneront les cinq racines de l'équation proposée. 


On est donc amené à résoudre par rapport à m, n, Z le système 


d'équations 
I Gmn?+ n° 

I aA—=— ,, | SMÈ+HI2MIN + ———— 
@) 1 PAR E 

3 Gm?n'+ A mn 3 {3 + col 
2 b= >| me "2 5% 
(2) z | 1— 2 al 
5 A0 m> n°? 15mnt+ 4 nÿ 
ch) C=— > A8 mn — © 2 ————— |. 
. Z Li 1— 2 (1— 3} 


On déduit de (1), (2)et (3) 

















12 n°? 
7 dd EI9M0 —C—=0 
ou bien 
(4) n? nn cemosec 
AT 12 4 
De plus 
n°? (e A8m'n? 19° nt 21 CEE 
b+ime= = | Ga mi ——_—_——2>© — 22  ——— 
En 42 oiZ ACTE AT 
(5) mis 
n°? 
PERS 4 m3 — - , 
4Z I— Z 
n 12m?n + 6mn° nè 
6 Sn Lab SN —- ———— +  ——— |. 
(6) YAIL 1— Z (i— 2)? 
Les relations (1) et (6) donnent ensuite 
4 1—Z 
at — — nd 20) 
81 n? ( ) 


ont ane 6 SRNÈS 
= 7 [6m n 12Mm?n n | 2 z ( : n ) 


REV TRE TA OT AU PAS 
el en comparant avec (5) on obtient 


A = mA 
RP RO RS - [at — 2 Lan 4 by] 





4 D A 
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à AE LÀ £ 
ou bien, mulupliant par "el faisant passer tous les termes 


dans le premier membre, 


—— (Sa + yr+me) — (ma + ab} = 0. 


et enfin, en tenant compte de (4), 


—j9mb+cT9 (—12mb + c)b AN ee 
—— © | Late + me|—(—3matr2d} =0. 
12 4 4 124 9 


Cette équation renferme une seule inconnue m»; elle est du 
second degré. En l'ordonnant, 1l vient 


144(b3-- aï — abc)m? 
—12(20?c+11a%b — ac?)m + bc?+ 2;a3c — 64a?2b?— 0, 
d’où 
2b?c+rr1ab — ac? aA 
(al ét Sn a— abc) 
A? ayant pour valeur 
108aÿc —135atb?+ goa?bc?— 3soab3c + 2 256 05 + LE 


L'expression A? est, au facteur 5 près, le discriminant de 
l'équation donnée (voër n° 149). 
Les relations (4) et (5) donnent ensuite 


(— 2mb + c)b 9 1270 — c\3 
——————— + MmC—=— > | AMIE ——— |), 
12 4 4 Z ma 
d’où 
: A8am?—+12bm — c} 
(8) RESTE 


64 a?[—12(0?— ac)m + bc|’ 


où rm doitêtre remplacée par son expression (5). 


Enfin, de (1) et (4) on déduit 


n°? 
— al = Sms + 12 MÈTIE — (6m+n) 


ES 
; ÉNTEnNEMOM EC 
= $Smè+I92min + (om Een à) 
124 
eteern résolvant par rapport à A, 
— 96ami+ 72 bm?— 6cm —12a?7Z 
(9) pee NEO EEE 


144 am?—192bm + c 


5] 
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où, bien entendu, on a remplacé m et Z par leurs expressions (5) 
SHCo). 

Les relations (5), (8), (9) résolvent le problème proposé. 

Le double signe (+) provient de ce que la quadrique principale 
admet deux systèmes de génératrices reculignes. 


157. Pour terminer, voyons comment une équation quelconque 
du cinquième degré peut se ramener à une équation princi- 
pale. 

Soient Ya, Yes as Var) 5 les racines de l’équation donnée, que 
nous supposerons privée de second terme, en sorte que 54, 82, ... 
étant les sommes des puissances semblables des y, on a s, — 0. 


Posons 
> SX ; È 9 : 
 . (= 1509 79,04,9; k = 17, 2, 9, 4); 
on aura 
(1) ) Vkh = 0 CREER 2, DT 
ht 


Donc les systèmes de valeurs 
Vhis Vo, Vhkss Vus hs (Æ = 1, 2,3, 4) 


peuvent être regardés comme les coordonnées pentaédrales de 
quatre points de l’espace. Prenons ces quatre points comme som- 
mets du tétraèdre fondamental, et soient p, q, r, s les coordon- 
nées tétraédrales d’un point quelconque de l’espace. Les coor- 
données pentaédrales du même point sont 


(2) Th= PYih + Yen Tan +sSyin  (h=t 2,38, 4,5) 
et, d’après (1), elles vérifient l’équation fondamentale 
HN 


si nous parvenons à déterminer p, g, r, s de façon qu’elles vérifient 


en même temps 


(3) Do 
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la transformation 
4 = ! DEEE s2 y 5 fitke S3 Ex cn sé 
(4) # = pren 0 (ie) nl Dies 


ramènera l’équation donnée à une équation principale. 

La détermination de p, g, r,s, dans les conditions indiquées, 
peut se faire d’une infinité de manières. Remplaçons en effet 
dans (3) les x; par leurs expressions (2), nous obtenons l'équa- 
tion du second degré 


Es) PS Ji PD Var bre 2pgd JinJinte..= 0, 


h=1 LA hi 


homogène en p, q, r, s et dont les coefficients sont des fonctions 
rationnelles des coefficients de l’équation proposée; si l’on se donne 
arbitrairement les valeurs de trois des quantités p, g, r, s, la qua- 
trième est déterminée par une équation du second degré. 

Au point de vue géométrique l'équation (5) représente la qua- 
drique principale, et notre problème revient à la détermination 
d’un quelconque de ses points. 

On peut procéder ainsi : choisissons deux points quelconques 
de l’espace (p1, qi, ra, 81), (Pas Q2s l'a, S2); tout point de la droite. 
passant par ces deux points aura pour eaordonnées 


P = P1P1+ P2Po: 4 = 0191 + 0299; 
TS PATES PTS 5 = Pire pp 2 


(6) 


P1, 22 étant des coefficients indéterminés. Introduisons ces expres- 
sions dans l’équation (5), elle se transforme en une équation du 
, + © 
second degré par rapport à =. 
pe 
Si nous remplaçons, dans l'équation (5), o, et o2 par les valeurs 


correspondant à l’une ou l’autre de ces deux racines, nous obtenons 
un système de valeurs de p, g, r, s qui satisfont à la condition 
cherchée. 

L'équation principale une fois résolue, les cinq valeurs de + sont 
déterminées et la théorie de l'élimination permet de trouver ration- 
nellement, à l’aide des équations (1) et (4), les cinq valeurs cor- 
respondantes de y. 

FIN 
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